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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

УДК 537.862: 621.3.011.72

НЕЛИНЕЙНЫЙ РЕЗОНАНС В КОНТУРЕ
С ФРАКТАЛЬНОЙ ЕМКОСТЬЮ

c⃝ 2012 В.В. Зайцев, Ар.В. Карлов1

Предложена модель колебательного контура, содержащего нелинейную
фрактальную компоненту емкости. Для вынужденных колебаний под дей-
ствием внешнего сигнала получено дифференциальное уравнение движения
дробного порядка. Приближенное аналитическое решение уравнения дви-
жения проведено методами эквивалентной линеаризации и медленно меня-
ющихся амплитуд. Проанализированы амплитудно-частотные и фазочастот-
ные характеристики дробного осциллятора с кубической нелинейностью.

Ключевые слова: дробная динамика, колебательные системы, медленно ме-
няющиеся амплитуды, нелинейный резонанс.

Введение

В настоящее время формируется новый раздел теории динамических систем —
дробная динамика [1] (в англоязычной литературе — фрактальная динамика [2]).
Он охватывает исследования систем с интегро-дифференциальными уравнениями
движения дробного порядка.

Учитывая роль осцилляторов в классической динамике, есть все основания
рассматривать фрактальный осциллятор как базовую модель дробной динамики.
В научной периодике можно найти ряд публикаций, посвященных различным во-
просам динамики фрактальных осцилляторов. В частности, в монографии [3] при-
ведены аналитические решения задачи Коши для линейных консервативных ос-
цилляторов. Импульсная характеристика осциллятора с дробным затуханием по-
лучена в статье [4]. В работе [5] описан алгоритм численного анализа механическо-
го осциллятора с демпфирующей силой, пропорциональной дробной производной
от смещения. Ряд ссылок на оригинальные работы по динамике линейных фрак-
тальных осцилляторов содержится также в библиографическом списке моногра-
фии [1]. Вместе с тем нелинейные колебательные системы с дифференциальными
уравнениями дробного порядка пока исследованы в значительно меньшей степени.

В статье [6] предложена модель активного осциллятора (автогенератора) с
дробной цепью обратной связи и проанализированы его колебания в автономном
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режиме. Режим синхронизации дробного осциллятора Ван-дер-Поля на основном
тоне внешнего гармонического сигнала рассмотрен в работе [7].

Настоящая статья посвящена исследованию резонансных явлений при гармо-
ническом воздействии на дробный пассивный осциллятор с кубической нелиней-
ностью. В динамике систем с нормальными (недробными) связями аналогичный
объект представлен осциллятором Дюффинга [8].

1. Модель колебательного контура с фрактальной
емкостью

В качестве физической предпосылки для построения математической модели
дробного осциллятора используем описанный в [9] ”эффект памяти” электрическо-
го конденсатора, который проявляется в том, что переменный ток в цепи конден-
сатора содержит фрактальную составляющую, пропорциональную дробной про-
изводной от приложенного к конденсатору напряжения u(t). Возможность появ-
ления фрактальной составляющей тока перезарядки электрической емкости под-
тверждается, например, и результатами работы [10]. Будем считать также, что
фрактальная составляющая нелинейно зависит от u(t) . В таком случае перемен-
ный ток конденсатора можно описать следующим выражением:

ic(t) = C0D̂u(t) + Cfτ
α−1
∗

(
1 + γu2(t)

)
D̂αu(t). (1.1)

Здесь C0 и Cf — это линейная и фрактальная компоненты емкости (их отношение
в дальнейшем обозначим как κ = Cf/C0), γ > 0 – параметр нелинейности.

Операция дифференцирования по времени в (1.1) представлена оператором D̂.
Целая степень оператора соответствует обыкновенной производной целого поряд-
ка. Дробную производную D̂α при 0 < α < 1 определим как

D̂αu(t) =
d

dt
I1−α [u(t)] , (1.2)

где левосторонний интеграл Лиувилля порядка 1− α равен

I1−α [u(t)] =
1

Γ(1− α)

t∫
−∞

u(τ)

(t− τ)α
dτ ;

Γ(x) − гамма-функция аргумента x. Выбор производной Лиувилля (1.2) для
дробного дифференцирования обусловлен тем, что, предполагая исследование
установившихся колебаний и квазигармонических переходных процессов, момент
”включения” системы t0 мы поместили в бесконечность: t0 = −∞. При необхо-
димости конечность t0 можно учесть введением в (1.2) функции Хевисайда θ(t):
u(t) → u(t)θ(t− t0). Отметим также, что временной параметр τ∗ введен в правую
часть выражения (1.1) для выравнивания размерностей слагаемых.

С учетом выражения (1.1) нетрудно записать полное уравнение движения ос-
циллятора при последовательном включении внешнего воздействия Es(t) в коле-
бательный контур. Относительно переменного напряжения u(t) оно примет вид

D̂2u(t) +
ω0

Q
D̂u(t) + ω2

0u(t) = − κ

τ1−α∗
D̂
(
1 + γu2(t)

)
D̂αu(t) + ω2

0Es(t), (1.3)

где ω0 и Q – собственная частота и добротность колебательного контура без фрак-
тальной компоненты емкости, т. е. при κ = 0.

Уравнение (1.3) в пределе α→ 1 и квазигармоническом приближении (т. е. при
D̂2u(t) ≈ −ω2

0u(t)) эквивалентно известному уравнению Дюффинга [8].
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2. Эквивалентная линеаризация
дробного осциллятора

Анализ колебаний в осцилляторе (1.3) проведем в приближении метода эк-
вивалентной (гармонической) линеаризации. Метод широко используется при ре-
шении прикладных задач теории нелинейных колебаний [11]. Условия его при-
менимости — слабая нелинейность и высокая добротность резонансной системы.
Предполагаем, что эти условия для исследуемого осциллятора выполнены.

В рамках процедуры эквивалентной линеаризации уравнения (1.3) в нелиней-
ном слагаемом

F̂ u(t) = − κ

τ1−α∗
D̂
(
1 + γu2(t)

)
D̂αu(t)

при гармоническом сигнале u(t) = A cos(ω0t) выделим первую гармонику колеба-
ний

(
⌢

Fu(t)
)
1
. При этом учтем, что

D̂α cos (ω0t) = ωα0 cos
(
ω0t+ α

π

2

)
(см. таблицы интегралов Лиувилля в [12]). Получим выражение(

F̂A cos(ω0t)
)
1
= −2ω2

0δω(A)u− ω0

Qex(A)

du

dt

с зависящими от амплитуды колебаний эквивалентными параметрами
1

Qex(A) = κ (ω0τ∗)
α−1 (

1 + 3
4γA

2
)
cos
(
απ2
)
,

δω(A) = −1
2κ (ω0τ∗)

α−1 (
1 + 1

4γA
2
)
sin
(
απ2
)
.

(2.1)

Параметры имеют простую физическую интерпретацию: Qex(A) и δω(A) – внеш-
няя добротность и относительная расстройка нормального (недробного) контура
из-за фрактальной оставляющей емкости. В дальнейшем параметр µ = κ (ω0τ∗)

α−1

считается малым.
Таким образом, в приближении эквивалентной линеаризации уравнение (1.3)

заменяется уравнением

d2u

dt2
+ ω0

(
1

Q
+

1

Qex(A)

)
du

dt
+ ω2

0 (1 + 2δω(A))u = ω2
0Es(t). (2.2)

При внешнем гармоническом воздействии с амплитудой E и частотой ω:

Es(t) = E cos(ωt)

решение уравнения (2.2) представим в виде

u(t) = A(t) cos (ωt+ φ(t)) .

Амплитуда A и фаза φ принимают постоянные значения в режиме установивших-
ся колебаний и являются медленными функциями времени в переходном режиме.

3. Частотные характеристики осциллятора
В режиме установившихся колебаний дифференциальное уравнение движения

(2.2) сводится к системе двух алгебраических уравнений для амплитуды и фазы
колебаний: (

1

Q
+

1

Qex(A)

)
A = −E sinφ, 2 (δω(A)− ξ)A = E cosφ, (3.1)
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в записи которых использована относительная отстройка частоты внешнего сиг-
нала от относительно собственной частоты нормального контура: ξ = (ω−ω0)/ω0.

После исключения фазы φ система уравнений (3.1) дает амплитудное уравне-
ние вида (

1

Q
+

1

Qex(A)

)2

A2 + 4 (δω(A)− ξ)
2
A2 = E2

или с учетом (2.1) вида(
1
Q + µ

(
1 + 3

4γA
2
)
cos
(
απ2
))2

A2+

+
(
µ
(
1 + 1

4γA
2
)
sin
(
απ2
)
+ 2ξ

)2
A2 = E2.

(3.2)

Это уравнение является кубическим относительно квадрата амплитуды, поэтому
в зависимости от отстройки ξ оно имеет либо один, либо три вещественных корня.

0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3
0

1

2

3

4

5

.

ξ

A

E=0,5

E=0,15

E=0,05

DII

Рис. 1. Нелинейные АЧХ контура
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Рис. 2. Нелинейные ФЧХ контура

На рис. 1 приведены графики амплитудно-частотных характеристик синхро-
низированных колебаний, построенные по результатам решения уравнения (3.2)
для системы с параметрами α = 0, 9, Q = 30 и µ = 0, 05. Амплитуды сигналов
нормированы на величину A∗ = 1/

√
γ. При амплитуде внешнего сигнала E =

= 0, 5 график АЧХ асимметричен и имеет неустойчивую ветвь, расположенную
в области DII , граница которой показана пунктирной линией. Форма границы
определяется из решения задачи об устойчивости колебаний (см. ниже). Наличие
неустойчивой ветви приводит к появлению скачков амплитуды, сопровождающих
плавное повышение и понижение частоты внешнего сигнала. Наблюдается гисте-
резис значений амплитуды вынужденных колебаний. При амплитудах внешнего
сигнала E = 0, 15 и E = 0, 05 скачки амплитуды колебаний и гистерезис отсутству-
ют, сохраняется лишь асимметрия АЧХ. Фазочастотные характеристики, соответ-
ствующие АЧХ рис. 1, приведены на рис. 2. График ФЧХ при E = 0, 5 имеет
неустойчивую ветвь, попадающую в область DII .

При уменьшении величины дробного показателя α гистерезис АЧХ и ФЧХ
исчезает при любых амплитудах внешнего воздействия. Сохраняется лишь асим-
метрия характеристик.

Общий вывод о форме нелинейных частотных характеристик колебательного
контура с фрактальной емкостью состоит в том, что они сочетают в себе признаки
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Рис. 3. Динамическая АЧХ контура

нелинейного резонанса реактивного и диссипативного типов. Преобладание того
или иного типа резонанса определяется величиной дробного показателя α.

4. Укороченные уравнения дробного осциллятора

В процессе установления колебаний амплитуда A и фаза φ считаются медлен-
ными функциями времени, и для них с помощью метода медленно меняющихся
амплитуд записывается система укороченных уравнений

1
ω0

dA
dt = −A

2

(
1
Q + 1

Qex(A)

)
− E

2 sinφ,
1
ω0

dφ
dt = −ξ + δ(A)− E

2A cosφ .
(4.1)

С учетом явного вида (2.1) эквивалентных параметров дробного осциллятора си-
стема (4.1) преобразуется к форме

1
ω0

dA
dt = −A

2

(
1
Q + µ

(
1 + 3

4γA
2
)
cos
(
απ2
))

− E
2 sinφ,

1
ω0

dφ
dt = −ξ − µ

2

(
1 + 1

4γA
2
)
sin
(
απ2
)
− E

2A cosφ .
(4.2)

Укороченные уравнения интегрируются численно. Как пример численных ре-
зультатов на рис. 3 приведен график динамической АЧХ, полученной при ква-
зистатическом повышении (сплошная линия) и понижении (пунктирная линия)
частоты ξ(t) внешнего сигнала с амплитудой E = 0, 5. Этот график полностью
согласуется с соответствующим графиком на рис. 1. Осцилляции на начальных
участках прямой и обратной ветвей АЧХ обусловлены процессами установления
колебаний.

Уравнения (4.2) позволяют также исследовать устойчивость вынужденных ко-
лебаний с амплитудами и фазами, определяемыми решениями уравнений (3.1).
Для этого следует положить

A(t) = A0 + a(t), φ(t) = φ0 + ϕ(t),
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где нулевыми индексами обозначены стационарные величины, и линеаризовать
уравнения (4.2) относительно малых вариаций a(t) и ϕ(t). Результатом линеари-
зации является система

1

ω0

da

dt
= p11a+ p12ϕ,

1

ω0

dϕ

dt
= p21a+ p22ϕ (4.3)

с зависящими от амплитуды A0 коэффициентами

p11(A0) = − 1
2Q + µ

2

(
1 + 9

4γA
2
0

)
cos
(
απ2
)
,

p12(ξ, A0) = ξA0 +
µ
2

(
1 + 1

4γA
2
0

)
A0 sin

(
απ2
)
,

p21(ξ, A0) = − ξ
A0

− µ
2A0

(
1 + 3

4γA
2
0

)
sin
(
απ2
)
,

p22(A0) = − 1
2Q − µ

2

(
1 + 3

4γA
2
0

)
sin
(
απ2
)
.

(4.4)

Необходимым и достаточным условием релаксации вариаций a(t) и ϕ(t) к нуле-
вым значениям (условием устойчивости A0 и φ0) является выполнение неравенств

DI(A0) = p11(A0) + p22(A0) < 0,

DII(ξ,A0) = p12(ξ,A0)p21(ξ,A0)− p11(A0)p22(A0) 6 0. (4.5)

Первое из них выполняется при любой амплитуде A0. Равенство в (4.5) соответ-
ствует границе области устойчивости. На рис. 1 и рис. 2 она показана пунктирной
линией.

Заключение
Результаты проведенного анализа позволяют сделать вывод о том, что резо-

нансные явления в колебательном контуре с нелинейной фрактальной емкостью
имеют признаки нелинейных резонансов как реактивного, так и диссипативного
типов. Первый из них проявляется в асимметрии и гистерезисе амплитудно-частот-
ных характеристик, второй – в уширении резонансных линий. Преобладание того
или иного типа резонанса определяется величиной дробного показателя.
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NONLINEAR RESONANCE IN OSCILLATORY CIRCUIT
WITH FRACTAL CAPACITY

c⃝ 2012 V.V. Zaitsev, Ar.V. Karlov2

A model of oscillation circuit containing a nonlinear fractal component of
capacity is proposed. The differential equation of motion of fractional order
for forced oscillations under the action of an external signal is obtained.
An approximate analytical solution of the equation of motion is conducted
by methods of equivalent linearization and slowly varying amplitudes. The
amplitude-frequency and phase response of fractional oscillator with cubic
nonlinearity are analyzed.

Key words: fractional dynamics, oscillating systems, slowly varying amplitudes,
nonlinear resonance.
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