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НЕСТАЦИОНАРНАЯ ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА
ОБРАТНОГО ПЬЕЗОЭФФЕКТА ДЛЯ КРУГЛОЙ

БИМОРФНОЙ ПЛАСТИНЫ
СТУПЕНЧАТО-ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

И ЖЕСТКОСТИ
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Рассматривается нестационарная осесимметричная задача для тонкой
круглой биморфной пластины при действии на торцевых поверхностях элек-
трического потенциала, являющегося произвольной функцией времени. На
основании теории Тимошенко методом конечных интегральных преобразова-
ний построено новое замкнутое решение для рассматриваемой электроупру-
гой системы ступенчато-переменной жесткости и толщины. Полученные рас-
четные соотношения позволяют исследовать частотные характеристики и на-
пряженно-деформированное состояние биморфных элементов.

Ключевые слова: задача обратного пьезоэффекта, тонкая биморфная пла-
стина, осесимметричная динамическая нагрузка.

Введение
В различных акустических устройствах в качестве преобразователя энергии

используются тонкие биморфные пластины. Наиболее эффективной конструкци-
ей, обладающей высокой механической прочностью и чувствительностью, является
круглая металлическая подложка с наклеенными с двух сторон пьезокерамически-
ми пластинами меньшего диаметра. Изгибные колебания такой системы осуществ-
ляются за счет подведения к электродированным торцевым поверхностям пье-
зоэлементов электрического потенциала. Расчет рассматриваемых тел вращения,
как правило, выполняется путем аппроксимации их набором кольцевой и сплош-
ной пластин постоянной толщины. При этом для исследования напряженно-дефор-
мированного состояния каждого элемента используется техническая теория тон-
ких пластин [1–3], которую можно применять только при низкочастотном внеш-
нем воздействии. Вместе с тем в современных ультразвуковых резонансных пре-
образователях рабочая частота достигает 100 кГц.

В настоящей работе исследование тонкой биморфной пьезокерамической пла-
стины проводится на основании гиперболической системы уравнений Тимошенко,
которая существенно расширяет возможности исследования высокочастотных ди-
намических волновых процессов [4]. Кроме того, ступенчато-переменная толщина
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и жесткость, а также нестационарная электрическая нагрузка описываются с по-
мощью обобщенных функций [5], что позволяет учесть влияние зоны нерегуляр-
ности структуры материала на напряженно-деформированное состояние рассмат-
риваемой электроупругой системы.

1. Постановка задачи

Пусть биморфная круглая пластина состоит из металлической подложки, за-
нимающей в цилиндрической системе координат (r∗, θ, z) область Ω: {0 � r∗ � b,
0 � θ � 2π, −h∗1/2 � z � h∗1/2}, и двух наклеенных на нее пьезокерамических
элементов {0 � r∗ � a, a < b}, имеющих толщину h∗2 (рис. 1). Изгибные осесим-
метричные колебания возбуждаются за счет подведения к электродам, которые
располагаются на торцевых поверхностях пьезопластин, электрического напряже-
ния V ∗(t∗), являющегося произвольной функцией времени t∗. Условия закрепле-
ния цилиндрической поверхности пластины могут быть произвольными. Для опре-
деленности считаем ее жесткозакрепленной.

Рис. 1. Вид биморфной круглой пластины

Уравнения поступательного и вращательного движения для тонких пластин от-
носительно поперечного Qr усилия и изгибающих моментов Mr,Mθ имеют вид [4]:
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где W ∗(r∗, t∗), ψ(r∗, t∗) — прогиб и угол поворота сечения в плоскости (r∗, z),
ρ(r∗), h∗(r∗) — плотность и толщина биморфной пластины.

С учетом кинематических гипотез для тонких пластин [4], а также линейного
характера изменения электрического потенциала по высоте сечения и, следова-
тельно, постоянного значения нормальной компоненты вектора напряженности
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изгибающие моменты и поперечная сила определяются с помощью следующих
равенств [6]:
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В соотношениях (2) приняты следующие обозначения: ρ1, ρ2,C
(1)
ms, C

(2)
ms — объем-

ная плотность, модули упругости соответственно металлической подложки и пье-
зокерамических пластин (m, s = 1, 5) ; e31 — пьезомодуль анизотропного электро-
упругого материала; k(r) — коэффициент поперечного сдвига; H(...) — единичная
функция Хэвисайда; {r, p, h1, h2} = {r∗, a, h∗1, h∗2}/b.

Система дифференциальных уравнений осесимметричного движения (1), с уче-
том (2), начальные и граничные краевые условия рассматриваемой краевой зада-
чи в безразмерной форме имеют вид:
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, W0, ψ0,Ẇ0, ψ̇0 — известные

в начальный момент времени перемещение, угол поворота и их скорости; δ(...) —
единичная функция Дирака.

В равенстве (5) точка означает дифференцирование по времени.
Система дифференциальных уравнений (3) включает в себя ступенчато-пере-

менные коэффициенты a1(r) ÷ a5(r), поэтому W (r, t), ψ(r, t) являются непрерыв-
ными кусочно-гладкими функциями. При этом точки окружности радиусом p яв-
ляются особыми, в которой наблюдается резкое изменение, в виде скачка, гради-
ента изгибающих моментов и поперечной силы (нормальных и касательных на-
пряжений). Данная особенность учитывается с помощью функций A1(t), A3(t).
Кроме того, выражение N(t) представляет собой безразмерный погонный изгиба-
ющий момент в точках радиусом p, который создается за счет радиальных коле-
баний пьезокерамических пластин.

Математическая формулировка рассматриваемой начально-краевой задачи
(3)–(5) и, следовательно, общее решение повторяют аналогичные соотношения,
приведенные в [9].

2. Численные результаты

В качестве примера рассматривается биморфная пластина имеющая следую-
щие физические характеристики металлической стальной подложки и аксиально
поляризованных пьезокерамических пластин состава РХЕ-5: ρ1 = 7800 кг/м3, ρ2 =
= 7600 кг/м3, {C(1)

11 , C
(1)
12 , C

(1)
55 } = {22, 35, 6, 26, 8, 05} · 1010 H/м2,{C(2)

11 , C
(2)
12 , C

(2)
55 } =

= {10, 33, 5, 8, 2, 5} · 1010 H/м2.
На рис. 2, 3 приведены графики изменения собственных значений λi от пара-

метра p первых двух (i = 1, 2) резонансных частот, которые полученны с помощью
трансцендентного уравнения (19) теории Тимошенко (сплошные линии) и на ос-
новании аналогичных соотношений технической теории, основанной на гипотезах
Кирхгоффа — Лява (пунктирные линии). Цифрами обозначены результаты для
пластин, имеющие следующие толщины: 1 — h1 = h2 = 0, 02; 2 — h1 = h2 = 0, 07.

Рис. 2. Зависимость λ1 от параметра p

Замечаем, что для достаточно тонких (кривые 1) сплошных (p = 0, 1) пла-
стин численные значения первых двух частот, вычисленные по обеим теориям,
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практически одинаковы (наибольшее расхождение составляет 2 %). Однако, ко-
гда радиусы основной и вспомогательных пластин не совпадают, разница в чис-
ленных значениях λi для первой и второй мод колебаний достигает 15 %. При
исследовании более толстых пластин (кривые 2) данная разница становится более
заметной, и в дальнейшем она возрастает с номером частоты и толщин h1, h2.

Рис. 3. Зависимость λ2 от параметра p

Исследование напряженно-деформированного состояния круглой пластины,
имеющей следующие размеры b = 31 мм, a = 21 мм (p = 0, 68), h∗1 = 1 мм,
h∗2 = 0, 35 мм, проведем для случая действия электрической нагрузки в виде раз-
ности потенциалов:

V (t) = V0 sin θt,
где θ, V0 — частота и амплитудное значение.

На рис. 4 показаны графики изменения вертикальных перемещений центра
пластины W (0, t) во времени t при различных частотных характеристиках внеш-
него воздействия. Цифрами 1, 2 обозначены результаты, когда θ соответственно
равна 0,2λ1, 0,8λ1. Отмечаем, что увеличение частоты внешнего воздействия в
рассматриваемом диапазоне приводит к росту перемещений, т. е. более полному
проявлению инерционных свойств рассматриваемой системы.

Рис. 4. Графики изменения перемещений W (0, t) во времени для различных
частотных характеристик внешнего воздействия
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Кроме того, по-видимому, впервые в настоящей работе при решении динами-
ческих задач∗ с помощью функций A1(t), A3(t) учитывается особенность резкого
изменения градиента изгибающего момента и поперечной силы (касательных и
нормальных механических напряжений) в точках окружности радиусом p. Пунк-
тирной линией показан результат без учета функций A1(t), A3(t), когда θ = 0, 8λ1.
Причем при низкочастотном внешнем воздействии данная особенность не оказы-
вает влияния на перемещение пластины. Однако при θ = 0, 8λ1 картина меняется
существенно, и учет функций A1(t), A3(t) приводит к увеличению перемещений
на 12 %.

На рис. 5 приведены графики, характеризующие изменение W (0, t) во време-
ни t при различных размерах пьезокерамических пластин при θ = 3λ1. Сплошной
линией обозначены результаты, когда p = 0, 85, пунктирной — p = 0, 7. Расчеты
подтверждают данные, приведенные в [9], а именно, когда основной вклад в напря-
женно-деформированное состояние вносит вторая частота собственных колебаний,
наиболее эффективный размер пьезопластины p = 0, 85.

Рис. 5. Графики изменения перемещений W (0, t) во времени для различных значений
параметра p

Выводы

На основании проведенных в работе исследований можно сформулировать сле-
дующие выводы:

— новое представление исходных дифференциальных уравнений движения поз-
воляет учесть особенности изменения градиента изгибающего момента и попереч-
ной силы в зоне нерегулярности структуры пластины. Учет данного эффекта при-
водит к существенному увеличению деформаций при исследовании задачи обрат-
ного пьезоэффекта;

— численные результаты расчета, полученные при использовании уточненной
теории Тимошенко и классической технической теории, показывают, что при рас-
чете пластин ступенчато-переменной толщины и жесткости кинематическими ги-
потезами Кирхгоффа — Лява пользоваться нельзя.

∗При исследовании задачи на собственные значения для тонких пластин ступенчато-пере-
менной толщины данная особенность учитывалась в работе [8].
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NON-STATIONARY AXISYMMETRIC PROBLEM
OF INVERSE PIEZOEFFECT FOR CIRCULAR

BIMORPHOUS PLATE OF STEPPED VARIABLE
THICKNESS AND RIGIDITY

c© 2013 D.A. Shlyakhin2

Non-stationary axisymmetric problem for a thin circular bimorphous plate
under the action on the end surfaces of electric potential, which is an arbitrary
function of time is viewed. On the basis of the theory of Tymoshenko by method
of finite integral transformation a new closed solution for the viewed electricity
and elastic system of stepped variable rigidity and thickness is built. The
obtained calculated correlations allow to explore the frequency characteristics
and stress-deformed state of bimorphous elements.

Key words: problem of inverse piezoeffect, thin bimorphous plate, axisymmetric
dynamic loading.
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