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УДК 517.956

О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ОДНОЙ
СИСТЕМЫ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

c⃝ 2013 Е.А. Созонтова1

В работе исследованы характеристические задачи для системы гипербо-
лического типа с тремя независимыми переменными. С помощью метода
Римана и теории интегральных уравнений получены условия однозначной
разрешимости поставленных задач.

Ключевые слова: гиперболическая система, метод Римана, характеристиче-
ская задача.

Рассмотрим в области G = {x0 < x < x1, y0 < y < y1, z0 < z < z1} систему
дифференциальных уравнений Uxy +A1Ux +B1Uy + C1U +D1V + E1W = F1,

Vyz +A2Vy +B2Vz + C2V +D2U + E2W = F2,
Wxz +A3Wz +B3Wx + C3W +D3U + E3V = F3,

(1)

где Ai, Bi, Ci, Di, Ei, Fi являются функциями переменных x, y, z, причем
Ai, Bi ∈ C1, Ci, Di, Ei, Fi ∈ C (i = 1, 3).

Данная система является одним из частных случаев систем с доминирующи-
ми частными производными, изучению которых посвящены статьи [1–5]. В насто-
ящей статье доказаны существование и единственность решения задачи, являю-
щейся аналогом задачи Гурса [1; 2] для системы уравнений (1), а также получены
условия однозначной разрешимости характеристических задач с граничными усло-
виями на четырех, пяти и шести гранях характеристического параллелепипеда.
Отметим, что задачи для гиперболических уравнений с доминирующей частной
производной с условиями на всех характеристиках рассмотрены в работах [6; 7].
В статье [3] подобные задачи рассмотрены для гиперболической системы с кратны-
ми доминирующими производными, где были получены достаточные условия на
коэффициенты системы типа тождеств и неравенств, обеспечивающие существо-
вание и единственность решения. Как будет показано ниже, подобные условия
для системы (1) не требуются.

Преобразуем уравнения системы (1) к виду

(Uy +A1U)x +B1(Uy +A1U) + (C1 −A1B1 −A1x)U +D1V + E1W = F1,
(Vz +A2V )y +B2(Vz +A2V ) + (C2 −A2B2 −A2y)V +D2U + E2W = F2,

(Wx +A3W )z +B3(Wx +A3W ) + (C3 −A3B3 −A3z)W +D3U + E3V = F3.

1Созонтова Елена Александровна (sozontova-elena@rambler.ru), кафедра математического
анализа, алгебры и геометрии Елабужского института Казанского (Приволжского) федераль-
ного университета, 423600, Российская Федерация, г. Елабуга, ул. Казанская, 89.
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Введем обозначения

Uy +A1U = U1, A1x +A1B1 − C1 = H1,
Vz +A2V = V1, A2y +A2B2 − C2 = H2,
Wx +A3W =W1, A3z +A3B3 − C3 = H3,

которые позволяют записать систему (1) в виде

Wx +A3W =W1,
U1x +B1U1 −H1U +D1V + E1W = F1,
Uy +A1U = U1,
V1y +B2V1 −H2V +D2U + E2W = F2,
Vz +A2V = V1,
W1z +B3W1 −H3W +D3U + E3V = F3.

(2)

Далее с помощью подстановок

U = u exp(−
y∫

y0

A1(x, t, z)dt), U1 = u1 exp(−
x∫

x0

B1(t, y, z)dt),

V = v exp(−
z∫

z0

A2(x, y, t)dt), V1 = v1 exp(−
y∫

y0

B2(x, t, z)dt),

W = w exp(−
x∫

x0

A3(t, y, z)dt), W1 = w1 exp(−
z∫

z0

B3(x, y, t)dt)

система (2) приводится к виду

wx = s1w1,
u1x = a1u+ b1v + c1w + f1,
uy = s2u1,
v1y = a2u+ b2v + c2w + f2,
vz = s3v1,
w1z = a3u+ b3v + c3v + f3,

(3)

где

s1 = exp(
x∫

x0

A3(t, y, z)dt−
z∫

z0

B3(x, y, t)dt), a1 = H1 exp(
x∫

x0

B1(t, y, z)dt−
y∫

y0

A1(x, t, z)dt),

b1 = −D1 exp(
x∫

x0

B1(t, y, z)dt−
z∫

z0

A2(x, y, t)dt),

c1 = −E1 exp(
x∫

x0

(B1 −A3)(t, y, z)dt), f1 = F1 exp(
x∫

x0

B1(t, y, z)dt).

Остальные переменные коэффициенты определяются аналогичным образом.
Задача 1. Найти в области G регулярное решение системы (3), удовлетво-

ряющее условиям

u(x, y0, z) = φ1(x, z), u1(x0, y, z) = ψ1(y, z),
v(x, y, z0) = φ2(x, y), v1(x, y0, z) = ψ2(x, z),
w(x0, y, z) = φ3(y, z), w1(x, y, z0) = ψ3(x, y),

(4)

где φ3, ψ1 ∈ C1(X), φ1, ψ2 ∈ C1(Y ), φ2, ψ3 ∈ C1(Z) (X, Y, Z − грани харак-
теристического параллелепипеда G x = x0, y = y0, z = z0 соответственно).

Докажем существование и единственность решения задачи 1. Проинтегрируем
первое и второе уравнения системы (3) в пределах от x0 до x, третье и четвер-
тое — в пределах от y0 до y, пятое и шестое — в пределах от z0 до z. Получим
систему интегральных уравнений
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

w(x, y, z) = φ3(y, z) +
x∫

x0

(s1w1)(α, y, z)dα,

u1(x, y, z) = ψ1(y, z) +
x∫

x0

(a1u+ b1v + c1w + f1)(α, y, z)dα,

u(x, y, z) = φ1(x, z) +
y∫

y0

(s2u1)(x, β, z)dβ,

v1(x, y, z) = ψ2(x, z) +
y∫

y0

(a2u+ b2v + c2w + f2)(x, β, z)dβ,

v(x, y, z) = φ2(x, y) +
z∫

z0

(s3v1)(x, y, γ)dγ,

w1(x, y, z) = ψ3(x, y) +
z∫

z0

(a3u+ b3v + c3v + f3)(x, y, γ)dγ.

(5)

Решение системы (5) существует и единственно в классе непрерывных функций
[8, с. 59]. Таким образом, справедливо утверждение

Теорема 1. Если в замыкании области G выполняются включения
s1, s2, s3 ∈ C1(G), ai, bi, ci, fi ∈ C(G) (i = 1, 3), то решение задачи 1
существует и единственно.

Для дальнейшего изложения нам потребуются формулы решения задачи 1,
записанные в терминах матрицы Римана [1].

Запишем систему (3) в векторно-матричной форме

L1(U) = F, L1(U) = AUx +BUy + CUz −DU,

где

U =

w
u1
u
v1
v
w1

, F =

0
f1
0
f2
0
f3

,

A =

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

, B =

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

,

C =

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

, D =

0 0 0 0 0 s1
c1 0 a1 0 b1 0
0 s2 0 0 0 0
c2 0 a2 0 b2 0
0 0 0 s3 0 0
c3 0 a3 0 b3 0

.

Введем матрицу Римана R = colon (R1, R2, R3, R4, R5, R6), где векторы
Ri(x, y, z, ξ, η, ζ) = (ri1, ri2, ri3, ri4, ri5, ri6) (i = 1, 6) являются решениями систем
уравнений
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

ri1(x, y, z, ξ, η, ζ) = δi1 −
x∫
ξ

(c1ri2 + c2ri4 + c3ri6)(α, y, z, ξ, η, ζ)dα,

ri2(x, y, z, ξ, η, ζ) = δi2 −
x∫
ξ

(s2ri3)(α, y, z, ξ, η, ζ)dα,

ri3(x, y, z, ξ, η, ζ) = δi3 −
y∫
η

(a1ri2 + a2ri4 + a3ri6)(x, β, z, ξ, η, ζ)dβ,

ri4(x, y, z, ξ, η, ζ) = δi4 −
y∫
η

(s3ri5)(β, y, z, ξ, η, ζ)dβ,

ri5(x, y, z, ξ, η, ζ) = δi5 −
z∫
ζ

(b1ri2 + b2ri4 + b3ri6)(x, y, γ, ξ, η, ζ)dγ,

ri6(x, y, z, ξ, η, ζ) = δi6 −
z∫
ζ

(s1ri1)(x, y, γ, ξ, η, ζ)dγ,

(6)

где δij — символ Кронекера. Матрица R по первым трем аргументам удовлетво-
ряет системе

L∗(V ) = 0, L∗(V ) = −AVx −BVy − CVz −DV

и имеет место тождество

RL(U) = (RAU)x + (RBU)y + (RCU)z. (7)

Распишем первую строку в (7)

r12f1 + r14f2 + r16f3 = (r11w + r12u1)x + (r13u+ r14v1)y + (r15v + r16w1)z.

Интегрируя данное соотношение по области G1 = {x0 < x < ξ, y0 < y < η,
z0 < z < ζ} и учитывая, что

r11(ξ, β, γ, ξ, η, ζ) ≡ 1, r12(ξ, β, γ, ξ, η, ζ) ≡ 0,
r13(α, η, γ, ξ, η, ζ) ≡ 0, r14(α, η, γ, ξ, η, ζ) ≡ 0,
r15(α, β, ζ, ξ, η, ζ) ≡ 0, r16(α, β, ζ, ξ, η, ζ) ≡ 0,

получим следующее интегральное уравнение
η∫

y0

ζ∫
z0

w(ξ, β, γ)dβdγ =
η∫

y0

ζ∫
z0

(r11w + r12u1)(x0, β, γ, ξ, η, ζ)dβdγ+

+
ξ∫

x0

ζ∫
z0

(r13u+ r14v1)(α, y0, γ, ξ, η, ζ)dαdγ +
ξ∫

x0

η∫
y0

(r15v + r16w1)(α, β, z0, ξ, η, ζ)dαdβ+

+
ξ∫

x0

η∫
y0

ζ∫
z0

(r12f1 + r14f2 + r16f3)(α, β, γ, ξ, η, ζ)dαdβdγ.

(8)
Продифференцируем соотношение (8) по переменной η. Учитывая, что
r12(α, η, γ, ξ, η, ζ) ≡ 0, r14(α, η, γ, ξ, η, ζ) ≡ 0, получим

ζ∫
z0

w(ξ, η, γ)dγ =
ζ∫

z0

(r11w)(x0, η, γ, ξ, η, ζ)dγ+

+
η∫

y0

ζ∫
z0

(r11ηw + r12ηu1)(x0, β, γ, ξ, η, ζ)dβdγ +
ξ∫

x0

ζ∫
z0

(r13ηu+ r14ηv1)(α, y0, γ, ξ, η, ζ)dαdγ+

+
ξ∫

x0

(r15v + r16w1)(α, η, z0, ξ, η, ζ)dα+
ξ∫

x0

η∫
y0

(r15ηv + r16ηw1)(α, β, z0, ξ, η, ζ)dαdβ+

+
ξ∫

x0

ζ∫
z0

(r16f3)(α, η, γ, ξ, η, ζ)dαdγ +
ξ∫

x0

η∫
y0

ζ∫
z0

(r12ηf1 + r14ηf2 + r16ηf3)(α, β, γ, ξ, η, ζ)dαdβdγ.

(9)
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Продифференцируем теперь соотношение (9) по переменной ζ. Учитывая, что
r11(x0, η, ζ, ξ, η, ζ) ≡ 1, r16(α, η, ζ, ξ, η, ζ) ≡ 0, и заменяя ξ на x, η на y, ζ на z,
окончательно получаем

w(x, y, z) = w(x0, y, z) +
z∫

z0

(r11ζw)(x0, y, γ, x, y, z)dγ +
y∫

y0

(r11ηw + r12ηu1)(x0, β, z, x, y, z)dβ+

+
y∫

y0

z∫
z0

(r11ηζw + r12ηζu1)(x0, β, γ, x, y, z)dβdγ +
x∫

x0

(r13ηu+ r14ηv1)(α, y0, z, x, y, z)dα+

+
x∫

x0

z∫
z0

(r13ηζu+ r14ηζv1)(α, y0, γ, x, y, z)dαdγ +
x∫

x0

(r15ζv + r16ζw1)(α, y, z0, x, y, z)dα+

+
x∫

x0

y∫
y0

(r15ηζv + r16ηζw1)(α, β, z0, x, y, z)dαdβ +
x∫

x0

z∫
z0

(r16ζf3)(α, y, γ, x, y, z)dαdγ+

+
x∫

x0

y∫
y0

(r12ηf1 + r14ηf2 + r16ηf3)(α, β, z, x, y, z)dαdβ+

+
x∫

x0

y∫
y0

z∫
z0

(r12ηζf1 + r14ηζf2 + r16ηζf3)(α, β, γ, x, y, z)dαdβdγ.

Аналогичным образом находим

u1(x, y, z) = u1(x0, y, z) + r21(x0, y, z, x, y, z)w(x0, y, z) +
z∫

z0

(r21ζw + r22ζu1)(x0, y, γ, x, y, z)dγ+

+
y∫

y0

(r21ηw + r22ηu1)(x0, β, z, x, y, z)dβ +
y∫

y0

z∫
z0

(r21ηζw + r22ηζu1)(x0, β, γ, x, y, z)dβdγ+

+
x∫

x0

(r23ηu+ r24ηv1)(α, y0, z, x, y, z)dα+
x∫

x0

z∫
z0

(r23ηζu+ r24ηζv1)(α, y0, γ, x, y, z)dαdγ+

+
x∫

x0

(r25ζv + r26ζw1)(α, y, z0, x, y, z)dα+
x∫

x0

y∫
y0

(r25ηζv + r26ηζw1)(α, β, z0, x, y, z)dαdβ+

+
x∫

x0

f1(α, y, z)dα+
x∫

x0

y∫
y0

(r22ηf1)(α, β, z, x, y, z)dαdβ+

+
x∫

x0

z∫
z0

(r26ζf3)(α, y, γ, x, y, z)dαdγ +
x∫

x0

y∫
y0

z∫
z0

(r22ηζf1 + r24ηζf2 + r26ηζf3)(α, β, γ, x, y, z)dαdβdγ,

(10)

u(x, y, z) = u(x, y0, z) +
x∫

x0

(r33ξu)(α, y0, z, x, y, z)dα+
y∫

y0

(r31ξw + r32ξu1)(x0, β, z, x, y, z)dβ+

+
y∫

y0

z∫
z0

(r31ξζw + r32ξζu1)(x0, β, γ, x, y, z)dβdγ +
z∫

z0

(r33ζu+ r34ζv1)(x, y0, γ, x, y, z)dγ+

+
x∫

x0

z∫
z0

(r33ξζu+ r34ξζv1)(α, y0, γ, x, y, z)dαdγ +
y∫

y0

(r35ζv + r36ζw1)(x, β, z0, x, y, z)dβ+

+
x∫

x0

y∫
y0

(r35ξζv + r36ξζw1)(α, β, z0, x, y, z)dαdβ +
y∫

y0

z∫
z0

(r32ζf1)(x, β, γ, x, y, z)dβdγ+

+
x∫

x0

y∫
y0

(r32ξf1 + r34ξf2 + r36ξf3)(α, β, z, x, y, z)dαdβ+

+
x∫

x0

y∫
y0

z∫
z0

(r32ξζf1 + r34ξζf2 + r36ξζf3)(α, β, γ, x, y, z)dαdβdγ,

v1(x, y, z) = v1(x, y0, z) + r43(x, y0, z, x, y, z)u(x, y0, z) +
x∫

x0

(r43ξu+ r44ξv1)(α, y0, z, x, y, z)dα+

+
y∫

y0

(r41ξw + r42ξu1)(x0, β, z, x, y, z)dβ +
y∫

y0

z∫
z0

(r41ξζw + r42ξζu1)(x0, β, γ, x, y, z)dβdγ+

+
z∫

z0

(r43ζu+ r44ζv1)(x, y0, γ, x, y, z)dγ +
x∫

x0

z∫
z0

(r43ξζu+ r44ξζv1)(α, y0, γ, x, y, z)dαdγ+

+
y∫

y0

(r45ζv + r46ζw1)(x, β, z0, x, y, z)dβ +
x∫

x0

y∫
y0

(r45ξζv + r46ξζw1)(α, β, z0, x, y, z)dαdβ+
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+
y∫

y0

f2(x, β, z)dβ +
y∫

y0

z∫
z0

(r44ζf2)(x, β, γ, x, y, z)dβdγ+

+
x∫

x0

y∫
y0

(r42ξf1)(α, β, z, x, y, z)dαdβ +
x∫

x0

y∫
y0

z∫
z0

(r42ξζf1 + r44ξζf2 + r46ξζf3)(α, β, γ, x, y, z)dαdβdγ,

(11)

v(x, y, z) = v(x, y, z0) +
y∫

y0

(r55ηv)(x, β, z0, x, y, z)dβ +
z∫

z0

(r51ξw + r52ξu1)(x0, y, γ, x, y, z)dγ+

+
y∫

y0

z∫
z0

(r51ξηw + r52ξηu1)(x0, β, γ, x, y, z)dβdγ +
z∫

z0

(r53ηu+ r54ηv1)(x, y0, γ, x, y, z)dγ+

+
x∫

x0

z∫
z0

(r53ξηu+ r34ξηv1)(α, y0, γ, x, y, z)dαdγ +
x∫

x0

(r55ξv + r56ξw1)(α, y, z0, x, y, z)dα+

+
x∫

x0

y∫
y0

(r55ξηv + r56ξηw1)(α, β, z0, x, y, z)dαdβ +
y∫

y0

z∫
z0

(r54ηf2)(x, β, γ, x, y, z)dβdγ+

+
x∫

x0

z∫
z0

(r52ξf1 + r54ξf2 + r56ξf3)(α, y, γ, x, y, z)dαdγ+

+
x∫

x0

y∫
y0

z∫
z0

(r52ξηf1 + r54ξηf2 + r56ξηf3)(α, β, γ, x, y, z)dαdβdγ,

w1(x, y, z) = w1(x, y, z0) + r65(x, y, z0, x, y, z)v(x, y, z0) +
y∫

y0

(r65ηv + r66ηw1)(x, β, z0, x, y, z)dβ+

+
z∫

z0

(r61ξw + r62ξu1)(x0, y, γ, x, y, z)dγ +
y∫

y0

z∫
z0

(r61ξηw + r62ξηu1)(x0, β, γ, x, y, z)dβdγ+

+
z∫

z0

(r63ηu+ r64ηv1)(x, y0, γ, x, y, z)dγ +
x∫

x0

z∫
z0

(r63ξηu+ r64ξηv1)(α, y0, γ, x, y, z)dαdγ+

+
x∫

x0

(r65ξv + r66ξw1)(α, y, z0, x, y, z)dα+
x∫

x0

y∫
y0

(r65ξηv + r66ξηw1)(α, β, z0, x, y, z)dαdβ+

+
z∫

z0

f3(x, y, γ)dγ +
x∫

x0

z∫
z0

(r66ξf3)(α, y, γ, x, y, z)dαdγ+

+
y∫

y0

z∫
z0

(r64ηf2)(x, β, γ, x, y, z)dβdγ +
x∫

x0

y∫
y0

z∫
z0

(r62ξηf1 + r64ξηf2 + r66ξηf3)(α, β, γ, x, y, z)dαdβdγ.

(12)

Задача 2 (с условиями на четырех характеристиках). Найти в области G ре-
гулярное решение системы (3), удовлетворяющее условиям

u(x, y0, z) = φ1(x, z), u1(x1, y, z) = ω1(y, z),
v(x, y, z0) = φ2(x, y), v1(x, y0, z) = ψ2(x, z),
w(x0, y, z) = φ3(y, z), w1(x, y, z0) = ψ3(x, y),

(13)

где φ3 ∈ C1(X), φ1, ψ2 ∈ C1(Y ), φ2, ψ3 ∈ C1(Z), ω1 ∈ C1(X1).

Будем исследовать разрешимость задачи 2 путем сведения ее к задаче 1. Для
этого по данным (13) необходимо получить u1(x0, y, z) = ψ1(y, z). Положим в (10)
x = x1, получим следующее интегральное уравнение:

u1(x0, y, z) +
z∫

z0

r22ζ(x0, y, γ, x1, y, z)u1(x0, y, γ)dγ+

+
y∫

y0

r22η(x0, β, z, x1, y, z)u1(x0, β, z)dβ+

+
y∫

y0

z∫
z0

r22ηζ(x0, β, γ, x1, y, z)u1(x0, β, γ)dβdγ = F1(y, z) + ω1(y, z),

(14)
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где

F1(y, z) = −

(
r21(x0, y, z, x1, y, z)w(x0, y, z) +

z∫
z0

(r21ζw)(x0, y, γ, x1, y, z)dγ+

+
y∫

y0

(r21ηw)(x0, β, z, x1, y, z)dβ +
z∫

z0

y∫
y0

(r21ηζw)(x0, β, γ, x1, y, z)dβdγ+

+
x1∫
x0

(r23ηu+ r24ηv1)(α, y0, z, x1, y, z)dα+

+
x1∫
x0

z∫
z0

(r23ηζu+ r24ηζv1)(α, y0, γ, x1, y, z)dαdγ+

+
x1∫
x0

(r25ζv + r26ζw1)(α, y, z0, x1, y, z)dα+
x1∫
x0

y∫
y0

(r25ηζv + r26ηζw1)(α, β, z0, x1, y, z)dαdβ+

+
x1∫
x0

f1(α, y, z)dα+
x1∫
x0

y∫
y0

(r22ηf1)(α, β, z, x1, y, z)dαdβ +
x1∫
x0

z∫
z0

(r26ζf3)(α, y, γ, x1, y, z)dαdγ+

+
x1∫
x0

y∫
y0

z∫
z0

(r22ηζf1 + r24ηζf2 + r26ηζf3)(α, β, γ, x1, y, z)dαdβdγ

)
.

Уравнение (14) является уравнением Вольтерра второго рода для определе-
ния u1(x0, y, z), решение которого существует и единственно в классе непрерыв-
ных функций [9] (функция F1(y, z) известна). Таким образом, задача 2 свелась
к задаче 1, и, следовательно, справедливо утверждение

Теорема 2. Если в замыкании области G выполняются включения
s1, s2, s3 ∈ C1(G), ai, bi, ci, fi ∈ C(G) (i = 1, 3), то существует единственное
решение задачи 2.

Задача 3 (с условиями на пяти характеристиках). Найти в области G регу-
лярное решение системы (3), удовлетворяющее условиям

u(x, y0, z) = φ1(x, z), u1(x1, y, z) = ω1(y, z),
v(x, y, z0) = φ2(x, y), v1(x, y1, z) = ω2(x, z),
w(x0, y, z) = φ3(y, z), w1(x, y, z0) = ψ3(x, y),

(15)

где φ3 ∈ C1(X), φ1 ∈ C1(Y ), φ2, ψ3 ∈ C1(Z), ω1 ∈ C1(X1), ω2 ∈ C1(Y1).
Исследовать задачу 3 будем так же, как и задачу 2, путем ее редукции к

задаче 1. Для этого по данным (15) определим u1(x0, y, z) = ψ1(y, z), v1(x, y0, z) =
= ψ2(x, z). Положим в (10) x = x1, в (11) — y = y1. Получим систему двух
интегральных уравнений

u1(x0, y, z) +
z∫

z0

r22ζ(x0, y, γ, x1, y, z)u1(x0, y, γ)dγ +
y∫

y0

r22η(x0, β, z, x1, y, z)u1(x0, β, z)dβ+

+
y∫

y0

z∫
z0

r22ηζ(x0, β, γ, x1, y, z)u1(x0, β, γ)dβdγ +
x1∫
x0

r24η(α, y0, z, x1, y, z)v1(α, y0, z)dα+

+
x1∫
x0

z∫
z0

r24ηζ(α, y0, γ, x1, y, z)v1(α, y0, γ)dαdγ = F1(y, z) + ω1(y, z),

v1(x, y0, z) +
x∫

x0

r44ξ(α, y0, z, x, y1, z)v1(α, y0, z)dα+
z∫

z0

r44ζ(x, y0, γ, x, y1, z)v1(x, y0, γ)dγ+

+
x∫

x0

z∫
z0

r44ξζ(α, y0, γ, x, y1, z)v1(α, y0, γ)dαdγ +
y1∫
y0

r42ξ(x0, β, z, x, y1, z)u1(x0, β, z)dβ+

+
y1∫
y0

z∫
z0

r42ξζ(x0, β, γ, x, y1, z)u1(x0, β, γ)dβdγ = F2(x, z) + ω2(x, z),
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где

F1(y, z) = −

(
r21(x0, y, z, x1, y, z)w(x0, y, z) +

z∫
z0

(r21ζw)(x0, y, γ, x1, y, z)dγ+

+
y∫

y0

(r21ηw)(x0, β, z, x1, y, z)dβ +
y∫

y0

z∫
z0

(r21ηζw)(x0, β, γ, x1, y, z)dβdγ+

+
x1∫
x0

(r23ηu)(α, y0, z, x1, y, z)dα+
x1∫
x0

z∫
z0

(r23ηζu)(α, y0, γ, x1, y, z)dαdγ+

+
x1∫
x0

(r25ζv + r26ζw1)(α, y, z0, x1, y, z)dα+
x1∫
x0

y∫
y0

(r25ηζv + r26ηζw1)(α, β, z0, x1, y, z)dαdβ+

+
x1∫
x0

f1(α, y, z)dα+
x1∫
x0

y∫
y0

(r22ηf1)(α, β, z, x1, y, z)dαdβ +
x1∫
x0

z∫
z0

(r26ζf3)(α, y, γ, x1, y, z)dαdγ+

+
x1∫
x0

y∫
y0

z∫
z0

(r22ηζf1 + r24ηζf2 + r26ηζf3)(α, β, γ, x1, y, z)dαdβdγ

)
,

F2(x, z) = −

(
r43(x, y0, z, x, y1, z)u(x, y0, z) +

x∫
x0

(r43ξu)(α, y0, z, x, y1, z)dα+

+
y1∫
y0

(r41ξw)(x0, β, z, x, y1, z)dβ +
y1∫
y0

z∫
z0

(r41ξζw)(x0, β, γ, x, y1, z)dβdγ+

+
z∫

z0

(r43ζu)(x, y0, γ, x, y1, z)dγ +
x∫

x0

z∫
z0

(r43ξζu)(α, y0, γ, x, y1, z)dαdγ+

+
y1∫
y0

(r45ζv + r46ζw1)(x, β, z0, x, y1, z)dβ +
x∫

x0

y1∫
y0

(r45ξζv + r46ξζw1)(α, β, z0, x, y1, z)dαdβ+

+
y1∫
y0

f2(x, β, z)dβ +
y1∫
y0

z∫
z0

(r44ζf2)(x, β, γ, x, y1, z)dβdγ +
x∫

x0

y1∫
y0

(r42ξf1)(α, β, z, x, y1, z)dαdβ+

+
x∫

x0

y1∫
y0

z∫
z0

(r42ξζf1 + r44ξζf2 + r46ξζf3)(α, β, γ, x, y1, z)dαdβdγ

)
.

Решение данной системы (u1(x0, y, z), v1(x, y0, z)) существует и единственно в
классе непрерывных функций [8, с. 59]. Итак, задача 3 редуцируется к задаче 1
и, следовательно, сраведливо утверждение

Теорема 3. Если в замыкании области G выполняются включения
s1, s2, s3 ∈ C1(G), ai, bi, ci, fi ∈ C(G) (i = 1, 3), то решение задачи 3
существует и единственно.

Задача 4 (с условиями на шести характеристиках). Найти в области G регу-
лярное решение системы (3), удовлетворяющее условиям

u(x, y0, z) = φ1(x, z), u1(x1, y, z) = ω1(y, z),
v(x, y, z0) = φ2(x, y), v1(x, y1, z) = ω2(x, z),
w(x0, y, z) = φ3(y, z), w1(x, y, z1) = ω3(x, y),

(16)

где φ1 ∈ C1(Y ), φ2 ∈ C1(Z), φ3 ∈ C1(X), ω1 ∈ C1(X1), ω2 ∈ C1(Y1), ω3 ∈ C1(Z1).

Для исследования разрешимости задачи 4 по данным (16) необходимо опреде-
лить u1(x0, y, z) = ψ1(y, z), v1(x, y0, z) = ψ2(x, z), w1(x, y, z0) = ψ3(x, y). Для этого
положим в (10) x = x1, в (11) — y = y1, в (12) — z = z1. Получим систему трех
интегральных уравнений
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u1(x0, y, z) +
z∫

z0

r22ζ(x0, y, γ, x1, y, z)u1(x0, y, γ)dγ+

+
y∫

y0

r22η(x0, β, z, x1, y, z)u1(x0, β, z)dβ +
y∫

y0

z∫
z0

r22ηζ(x0, β, γ, x1, y, z)u1(x0, β, γ)dβdγ+

+
x1∫
x0

r24η(α, y0, z, x1, y, z)v1(α, y0, z)dα+

+
x1∫
x0

z∫
z0

r24ηζ(α, y0, γ, x1, y, z)v1(α, y0, γ)dαdγ +
x1∫
x0

r26ζ(α, y, z0, x1, y, z)w1(α, y, z0)dα+

+
x1∫
x0

y∫
y0

r26ηζ(α, β, z0, x1, y, z)w1(α, β, z0)dαdβ = F1(y, z) + ω1(y, z),

v1(x, y0, z) +
x∫

x0

r44ξ(α, y0, z, x, y1, z)v1(α, y0, z)dα+

+
z∫

z0

r44ζ(x, y0, γ, x, y1, z)v1(x, y0, γ)dγ +
x∫

x0

z∫
z0

r44ξζ(α, y0, γ, x, y1, z)v1(α, y0, γ)dαdγ+

+
y1∫
y0

r42ξ(x0, β, z, x, y1, z)u1(x0, β, z)dβ+

+
y1∫
y0

z∫
z0

r42ξζ(x0, β, γ, x, y1, z)u1(x0, β, γ)dβdγ +
y1∫
y0

r46ζ(x, β, z0, x, y1, z)w1(x, β, z0)dβ+

+
x∫

x0

y1∫
y0

r46ξζ(α, β, z0, x, y1, z)w1(α, β, z0)dαdβ = F2(x, z) + ω2(x, z),

w1(x, y, z0) +
y∫

y0

r66η(x, β, z0, x, y, z1)w1(x, β, z0)dβ+

+
x∫

x0

r66ξ(α, y, z0, x, y, z1)w1(α, y, z0)dα+
x∫

x0

y∫
y0

r66ξη(α, β, z0, x, y, z1)w1(α, β, z0)dαdβ+

+
z1∫
z0

r62ξ(x0, y, γ, x, y, z1)u1(x0, y, γ)dγ+

+
y∫

y0

z1∫
z0

r62ξη(x0, β, γ, x, y, z1)u1(x0, β, γ)dβdγ +
z1∫
z0

r64η(x, y0, γ, x, y, z1)v1(x, y0, γ)dγ+

+
x∫

x0

z1∫
z0

r64ξη(α, y0, γ, x, y, z1)v1(α, y0, γ)dαdγ = F3(x, y) + ω3(x, y),

где

F1(y, z) = −

(
r21(x0, y, z, x1, y, z)w(x0, y, z) +

z∫
z0

(r21ζw)(x0, y, γ, x1, y, z)dγ+

+
y∫

y0

(r21ηw)(x0, β, z, x1, y, z)dβ +
y∫

y0

z∫
z0

(r21ηζw)(x0, β, γ, x1, y, z)dβdγ+

+
x1∫
x0

(r23ηu)(α, y0, z, x1, y, z)dα+
x1∫
x0

z∫
z0

(r23ηζu)(α, y0, γ, x1, y, z)dαdγ+

+
x1∫
x0

(r25ζv)(α, y, z0, x1, y, z)dα+
x1∫
x0

y∫
y0

(r25ηζv)(α, β, z0, x1, y, z)dαdβ+

+
x1∫
x0

f1(α, y, z)dα+
x1∫
x0

y∫
y0

(r22ηf1)(α, β, z, x1, y, z)dαdβ +
x1∫
x0

z∫
z0

(r26ζf3)(α, y, γ, x1, y, z)dαdγ+

+
x1∫
x0

y∫
y0

z∫
z0

(r22ηζf1 + r24ηζf2 + r26ηζf3)(α, β, γ, x1, y, z)dαdβdγ

)
,
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F2(x, z) = −

(
r43(x, y0, z, x, y1, z)u(x, y0, z) +

x∫
x0

(r43ξu)(α, y0, z, x, y1, z)dα+

+
y1∫
y0

(r41ξw)(x0, β, z, x, y1, z)dβ +
y1∫
y0

z∫
z0

(r41ξζw)(x0, β, γ, x, y1, z)dβdγ+

+
z∫

z0

(r43ζu)(x, y0, γ, x, y1, z)dγ +
x∫

x0

z∫
z0

(r43ξζu)(α, y0, γ, x, y1, z)dαdγ+

+
y1∫
y0

(r45ζv)(x, β, z0, x, y1, z)dβ +
x∫

x0

y1∫
y0

(r45ξζv)(α, β, z0, x, y1, z)dαdβ+

+
y1∫
y0

f2(x, β, z)dβ +
y1∫
y0

z∫
z0

(r44ζf2)(x, β, γ, x, y1, z)dβdγ +
x∫

x0

y1∫
y0

(r42ξf1)(α, β, z, x, y1, z)dαdβ+

+
x∫

x0

y1∫
y0

z∫
z0

(r42ξζf1 + r44ξζf2 + r46ξζf3)(α, β, γ, x, y1, z)dαdβdγ

)
,

F3(x, y) = −

(
r65(x, y, z0, x, y, z1)v(x, y, z0) +

y∫
y0

(r65ηv)(x, β, z0, x, y, z1)dβ+

+
z1∫
z0

(r61ξw)(x0, y, γ, x, y, z1)dγ +
y∫

y0

z1∫
z0

(r61ξηw)(x0, β, γ, x, y, z1)dβdγ+

+
z1∫
z0

(r63ηu)(x, y0, γ, x, y, z1)dγ +
x∫

x0

z1∫
z0

(r63ξηu)(α, y0, γ, x, y, z1)dαdγ+

+
x∫

x0

(r65ξv)(α, y, z0, x, y, z1)dα+
x∫

x0

y∫
y0

(r65ξηv)(α, β, z0, x, y, z1)dαdβ+

+
z1∫
z0

f3(x, y, γ)dγ +
x∫

x0

z1∫
z0

(r66ξf3)(α, y, γ, x, y, z1)dαdγ +
y∫

y0

z1∫
z0

(r64ηf2)(x, β, γ, x, y, z1)dβdγ+

+
x∫

x0

y∫
y0

z1∫
z0

(r62ξηf1 + r64ξηf2 + r66ξηf3)(α, β, γ, x, y, z1)dαdβdγ

)
.

Функции F1(y, z), F2(x, z), F3(x, y) известны.
Решение данной системы (u1(x0, y, z), v1(x, y0, z), w1(x, y, z0)) существует и

единственно в классе непрерывных функций. Таким образом, задача 4 редуци-
руется к задаче 1, и справедливо утверждение

Теорема 4. Если в замыкании области G выполняются включения
s1, s2, s3 ∈ C1(G), ai, bi, ci, fi ∈ C(G) (i = 1, 3), то существует единственное
решение задачи 4.
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ON CHARACTERISTIC PROBLEMS FOR ONE
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We consider characteristic problems for a hyperbolic system with three inde-
pendent variables. Using the Riemann method and theory of integral equations
we obtain conditions of one-valued solvability for this problems.
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