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В статье предложена многофакторная математическая мо-
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Производственное предприятие как элемент хозяйственной системы реального
сектора экономики, выпуская готовую продукцию, затрачивает определенный на-
бор ресурсов. В самом общем случае такой набор ресурсов целесообразно пред-

ставлять в виде n -мерного вектора пространства nR  объемов факторов производ-
ства [1–4]

( )nQQQ ,,, 21 K=Q .

В качестве компонентов этого вектора iQ  могут выступать основной капитал

(производственные фонды), привлекаемые в производство трудовые ресурсы, ис-
пользуемые в производстве материалы, применяемые технологии, различного рода
инновации и т. д.

Изменяемые во времени объемы факторов производства и являются функция-

ми времени ( )tQQ ii = . Кроме того, они представляют собой способные накапли-

ваться и образовать определенные фонды кумулятивные величины, объемы кото-
рых определяют скорости их роста или убывания во времени. Переменная време-
ни t  предполагается непрерывной, единицей ее измерения служит так называе-
мый производственный период, в качестве которого может быть выбран один год,

один квартал, один месяц и т. д. Функции ( )tQQ ii =  предполагаются непрерывны-

ми и непрерывно дифференцируемыми на всей числовой оси ( )∞<<∞− t , при

этом каждый компонент вектора объемов факторов производства ( )tQQ ii =  орга-

ничен сверху и снизу своими предельными значениями

( ) ( )niQtQ ii ..1,0 =<< .
Здесь ( ) ( ) 0lim,lim ==

−∞→∞→
tQtQQ i

t
i

ti .
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Здесь степенные показатели производственной функции sa  представляют со-

бой эластичности выпуска по соответствующему ресурсу; P  – стоимость продук-
ции произведенной на единичные объемы ресурсов.

Предельное значение производственной функции V  вычисляется по формуле

∏
=

⋅=
n

s

a
s

sQPV
1

,      (2)

и, таким образом, выражение (1) принимает вид

s

s
s

n

s

a
s Q

QqqVV s =⋅= ∏
=

,
1

.      (3)

Изменения во времени компонентов вектора конфигурации используемых ре-

сурсов iQ  обусловлены двумя обстоятельствами. С одной стороны, скорости роста

объемов факторов производства прямо пропорциональны их количеству, а с дру-
гой стороны, рост этих величин ограничен предельными возможностями предпри-
ятия. Поэтому временные изменения величин факторов производства могут быть
описаны системой дифференциальных уравнений

( ) ( ) ( ) ( )( )tVVtQt
td

tQd
ii

i −⋅⋅= ξ .      (4)

Здесь ( ) ( )tt ii θαξ ⋅=  – удельные скорости роста факторов производства ( )tQi . Ко-

эффициенты iα  задают интенсивность роста каждого ресурса, а функция ( )tθ  опреде-

ляет длительность периодов смены технологий производства, его цикличность [7; 8].
Подставляя в систему (4) производственную функцию (3), получаем

( ) ( ) ( ) ( )







−⋅⋅⋅⋅= ∏

=

n

s

a
sii

i tqVtQt
td

tQd s

1
1θα ,      (5)

или в безразмерной форме

( ) ( ) ( ) ( )







−⋅⋅⋅⋅= ∏

=

n

s

a
sii

i tqtqtV
td
tqd s

1
1θα .      (6)

Решениями систем уравнений (5) или (6) являются так называемые интеграль-
ные логистические кривые, монотонно возрастающие от нижних границ до верхних
границ. В качестве начальных условий для системы уравнений (5) целесообразно

выбирать значения компонентов вектора iQ , соответствующие уровню производ-

ственного фактора iQ  в момент времени смены технологии производства itt = .

( ) iiitti QtQQ
i

=== .      (7)

Выпуск продукции предприятия V  обеспечивается некоторой многофакторной
производственной функцией Кобба-Дугласа [5; 6]

∏
=

⋅=
n

s

a
s

sQPV
1

.      (1)
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Начальные условия для системы уравнений (6) принимают вид

( )
i

i
iiitti Q

Qqtqq
i

==== .      (8)

Рассмотрим сначала однофакторную модель динамики выпуска продукции пред-

приятия ( )1=n . Тогда система дифференциальных уравнений (6) сводится к одно-
му уравнению первого порядка

( ) ( ) ( ) ( )( )tqtqtV
td
tqd a−⋅⋅⋅⋅= 1θα      (9)

с начальными условиями

( )
Q
Qqtqq tt ==== .    (10)

Уравнение с разделяющимися переменными (9) является обобщением уравне-
ния П. Ферхюльста и носит название уравнения М. Розенцвейга [9]. Его решение
для начального условия (10) имеет вид

( )( )aaTa

T

qe

eqq 1

11 ⋅−+

⋅
=

⋅⋅

⋅

α

α

.    (11)

Здесь ( ) ( )∫ ⋅⋅=
t

t
dVtT ττθ . Из соотношения (11) находим функцию фактора про-

изводства Q

( ) aaTaa

T

QeQ

eQQQ 1

1 




 ⋅−+

⋅⋅
=

⋅⋅

⋅

α

α

.    (12)

Подставляя формулу (12) в производственную функцию (1), получаем динами-
ческую производственную функцию выпуска продукции предприятием:

( ) aTaa

Taaa

QeQ

eQQV
⋅−+

⋅⋅
=

⋅⋅

⋅⋅

1α

α

.    (13)

Формы логистических кривых для функций (12) и (13) определяются видом

функции ( ) ( )tt θαξ ⋅=  – удельной скорости роста фактора производства Q , задаю-
щей длительность периодов смены технологий производства и его цикличность.
Если эта скорость постоянна, то стандартный график логистической кривой на

рис. 1 имеет точку перегиба в момент времени tt = .

Если применяемые в производстве технологии к моменту времени tt =  мораль-
но устаревают, фактически останавливают экономический рост предприятия, то
функция удельной скорости роста уменьшается к этому моменту времени до нуля.

Если же последующее, после момента времени tt = , обновление производствен-
ных технологий, перевооружение и модернизация производства приведут к росту
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функции ( ) ( )tt θαξ ⋅= , то соответствующие логистические кривые для фактора

производства Q  будут иметь в момент времени tt =  не только точку перегиба, но
и, как показано на рис. 2, точку так называемого минимакса. Подобные измене-

ния функции ( )tθ  удобно описывать с помощью функции параболы четной степе-

ни ( ) ( ) p
ittt 2−=θ  [7].
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Рис. 1 Рис. 2

При циклической смене технологий производства предприятия логистическая

кривая будет иметь несколько точек минимакса. Здесь функцию ( )tθ  уместно опи-

сывать в виде косинусоиды ( ) 





 −

⋅+=
k

ttt πθ cos1 . Параметр k  описывает перио-

дичность точек минимакса логистической кривой. На рис. 3 и рис. 4 представлены

графики логистических кривых для значения параметра 1=k  и 2=k  соответственно.
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Рис. 3. Параметр Рис. 4. Параметр 1=k  2=k
Рассмотрим теперь двухфакторную модель динамики выпуска продукции пред-

приятия ( )2=n . В качестве первого фактора выберем основной капитал (произ-

водственные фонды) KQ =1 , в качестве второго фактора – привлекаемые в произ-

водство трудовые ресурсы LQ =2 . В этом случае система дифференциальных урав-
нений (6) запишется в виде
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Начальные условия (8) для системы (14) принимают вид

( )
( )
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Здесь

2121 ,,, αβαα ==== abaa ,

L
Ll

K
Kk

L
Ll

K
Kk ==== ,,, .

Установим связь между безразмерными факторами производства k  и l . Разде-
лив первое из уравнений (14) на второе, получим

l
dl

k
dk

⋅=
β
α

.

Общее решение этого уравнения представляет собой функцию β
α

lCk ⋅= . По-

скольку предельные значения безразмерных факторов производства k  и l  равны

единице ( ) ( ) 1limlim ==
−∞→∞→

tltk
tt

, то константа тоже равна единице 1=С . Таким об-

разом, величины  и  связаны соотношением

β
α

lk = .    (16)
Подставляя формулу (16) в систему уравнений (14), находим

( )

( )
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Здесь β
βα

α
βα ⋅+⋅

=
⋅+⋅

=
bavbau , .

Решения уравнений (17) при начальных условиях (15) имеют вид
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Функции факторов производства K  и L  определяются выражениями

( )

( )



















 ⋅−+

⋅⋅
=






 ⋅−+

⋅⋅
=

⋅⋅

⋅

⋅⋅

⋅

.

1

,

1

1

1

vvTvv

T

uuTuu

T

LeL

eLLL

KeK

eKKK

β

β

α

α

   (19)

Подставляя формулы (19) в производственную функцию (1), получаем динами-
ческую производственную функцию выпуска продукции предприятием

( ) ( ) vTvu

Tvvv

uTuu

Tuuu
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eKKPV
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⋅

⋅−+
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⋅⋅

11 β
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α

α

.    (20)

Для трехфакторной модели динамики выпуска продукции предприятия ( )3=n
первым фактором выберем основной капитал (производственные фонды) KQ =1 ,

вторым фактором – привлекаемые в производство трудовые ресурсы LQ =2 , тре-

тьим фактором – используемые в производстве материалы и технологии MQ =3 .

Здесь система дифференциальных уравнений (6) принимает вид
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Начальные условия (8) для системы (21) преобразуются в соотношения
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Здесь

321321 ,,,,, αγαβαα ====== acabaa ,
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L
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K
Kk ====== ,,,,, .

Система (21) позволяет установить связь между безразмерными факторами про-

изводства mlk ,,
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Решение этих уравнений с учетом предельных значений безразмерных факто-

ров производства ( ) ( ) ( ) 1limlimlim ===
−∞→−∞→∞→
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Подставляя соотношения (24) в систему уравнений (21), находим
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Решая уравнения (24) при начальных условиях (22), находим
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Выражения для функций факторов производства MLK ,,  принимают вид
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Подставляя формулы (26) в производственную функцию (1), получаем динами-
ческую производственную функцию выпуска продукции предприятием
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Совершенно аналогично для многофакторной модели динамики выпуска про-
дукции предприятия при произвольном n  для системы дифференциальных урав-
нений (6) с начальными условиями (8) устанавливается связь между безразмерны-
ми факторами производства iq
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Решение этих уравнений с учетом предельных значений безразмерных факто-
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Подставляя в систему уравнений (6) соотношения (30), находим
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Решая уравнения (31) при начальных условиях (8), находим
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Выражения для функций факторов производства iQ  принимают вид
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Подставляя формулы (26) в производственную функцию (1), получаем динами-
ческую производственную функцию выпуска продукции предприятием
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SPECIFIC CHARACTER OF DYNAMICS OF PRODUCT RELEASE AND
INDUSTRIAL FACTORS OF MODERNIZED ENTERPRISES

In the published article multi-factor mathematical model of
logistic dynamics of economic development of modernized enterprise
is suggested. Cases of single and periodic change of production
technology on the enterprise are viewed.
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