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УДК 517.95

НЕОБХОДИМЫЕ НЕЛОКАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ
ДЛЯ ДИФФУЗИОННО-ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

c⃝ 2014 М.О. Мамчуев1

В статье исследуется диффузионно-волновое уравнение с производной
дробного порядка в смысле Римана — Лиувилля. Вводятся интегральные
операторы с функцией Райта в ядре, связанные с исследуемым уравнением,
и исследуются свойства этих операторов. В терминах введенных операторов
выписаны необходимые нелокальные условия, связывающие следы решения и
его производных на границе прямоугольной области. Используя предельные
свойства функции Райта, получены необходимые нелокальные условия для
волнового уравнения. С помощью свойств интегральных операторов показа-
на однозначная разрешимость задач с интегральным условием Самарского
для диффузионно-волнового и волнового уравнений. Решения получены в
явном виде.

Ключевые слова: диффузионно-волновое уравнение, волновое уравнение,
уравнения с дробными производными,необходимые нелокальные условия, задача
Самарского, производная дробного порядка.

Введение

В области Ω = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < T} рассмотрим уравнение

uxx(x, y)−Dα
0yu(x, y) = 0, (1)

где 0 < α < 2, Dγ
0t – оператор дробного (в смысле Римана — Лиувилля) интегро-

дифференцирования порядка γ [1, с. 9].
Уравнения с производными дробного порядка возникают в математических мо-

делях, описывающих различные процессы в средах с фрактальной геометрией
(см., например [1, гл. 5]).

Уравнение (1) исследовалось в работах многих авторов. Более подробную биб-
лиографию по этому вопросу можно найти в монографии [2] и работе [3].

В работе [4] для уравнения (1) было выписано фундаментальное решение
Γ(x− t, y − s), где

Γ(x, y) =
yβ−1

2
e1,β1,β

(
−|x|
yβ

)
, (2)

β = α/2, e1,β1,β(z) – функция Райта.
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г. Нальчик, ул. Шортанова, 89а.



46 М.О. Мамчуев

Пусть n ∈ {1, 2} выбрано из условия n − 1 < α 6 n. Регулярным решением
уравнения (1) в области Ω называется функция u = u(x, y) из класса Dα−k

0y u(x, y) ∈
∈ C(Ω̄), 1 6 k 6 n, uxx(x, y), D

α
0yu(x, y) ∈ C(Ω), удовлетворяющая уравнению (1)

во всех точках (x, y) ∈ Ω [2, с. 103].

1. Интегральные операторы, связанные

с диффузионно-волновым уравнением

Введем в рассмотрение операторы N θ,x,y
x1x2

и Rδ,x
0y , которые действуют по фор-

мулам

N θ,x,y
x1x2

ν(x) =
1

2

x2∫

x1

ν(t)yθ−1e1,θ1,β

(
−|x− t|

yβ

)
dt, (3)

Rδ,x
0y µ(y) =

1

2

y∫

0

µ(s)(y − s)δ−1e1,δ1,β

(
− |x|
(y − s)β

)
ds. (4)

Справедливы следующие свойства операторов N θ,x,y
x1x2

и Rδ,x
0y .

Cвойство 1. Для любых x1 > 0, x2 > 0 справедливо равенство
(
2Rδ,x1

0y

)(
2Rθ,x2

0y

)
µ(y) = 2Rδ+θ,x1+x2

0y µ(y). (5)

Cвойство 2. Пусть a > 0, δ + β > 0, θ + β > 0, тогда имеет место равенство

Rδ,a
0y N

θ,b,y
0l τ(x) =

1

2






N δ+θ,b−a,y
0l τ(x), b 6 0,[
N δ+θ,a+b,y

0b +N δ+θ,b−a,y
bl

]
τ(x), 0 < b < l,

N δ+θ,a+b,y
0l τ(x), b > l.

Cвойство 3. Пусть y1−νµ(y) ∈ C[0, T ], ν + δ > 0, тогда

lim
x→0

Rδ,x
0y µ(y) =

1

2
D−δ

0y µ(y). (6)

Cвойство 4. Пусть τ(x) ∈ C[0, T ], тогда

lim
y→0

D2β−n
0y N β−k+1,x,y

0l τ(x) =
1

2

{
τ(x), k = n,
0, k < n.

(7)

Cвойство 5. Справедливо равенство
l∫

0

Rθ,a±x
0y µ(y)dx = ±

[
Rθ+β,a

0y −Rθ+β,a±l
0y

]
µ(y).

Cвойство 6. Имеют место равенства
l∫

0

N δ,a±x,y
0l τ(x)dx = ±sign a

[
N δ+β,a,y

0l −N δ+β,a±l,y
0l

]
τ(x),

l∫

0

N δ,−x,y
0l τ(x)dx =

[
N δ+β,0,y

0l −N δ+β,−l,y
0l

]
τ(x),
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l∫

0

N δ,x,y
0l τ(x)dx = −

[
N δ+β,0,y

0l −N δ+β,l,y
0l

]
τ(x) +

yδ+β−1

Γ(δ + β)

l∫

0

τ(x)dx.

Для доказательства свойств 1 и 2 достаточно изменить порядок интегрирова-
ния, воспользоваться определениями операторов Rδ,x

0y и N θ,x,y
0l и формулой свертки

функций Райта [2, c. 30]
y∫

0

ξδ−1e1,δ1,α

(
−x1
ξα

)
(y − ξ)µ−1e1,µ1,α

(
− x2
(y − ξ)α

)
dξ =

= yδ+µ−1e1,δ+µ
1,α

(
−x1 + x2

yα

)
, ∀x1, x2 > 0. (8)

Свойство 3 доказано в [2, c. 35]. Свойство 4 следует из формул [2, c. 24–27]

Dν
0yy

δ−1eµ,δα,β(−cy
−β) = yδ−ν−1eµ,δ−ν

α,β (−cy−β), c > 0, δ + β > 0, (9)

zeµ,δα,β(z) = eµ−α,δ+β
α,β (z)− 1

Γ(µ− α)Γ(δ + β)
, (10)

∞∫

0

1

t
e0,δα,β

(
− t

λ

)
dt = − α

Γ(δ)
(11)

и оценки [2, c. 29]
∣∣∣∣x

µ−1yδ−1eµ,δα,β

(
−x

α

yβ

)∣∣∣∣ 6 Cxµ−αθ−1yδ+βθ−1, (12)

где θ ∈ [−1, 1] при δ = 0; θ ∈ [0, 2] при µ = 1; θ ∈ [−1, 2] при µ = 0; C – положи-
тельная константа, не зависящая от θ.

Для доказательства свойств 5 и 6 достаточно воспользоваться определениями
операторов Rδ,x

0y и N θ,x,y
0l , (10) и формулой [2, c. 27]

Dν
0xx

µ−1eµ,δα,β(−cx
α) = xµ−ν−1eµ−ν,δ

α,β (−cxα), µ > 0, c > 0. (13)

В силу (6) из свойств 1 и 2 следуют равенства

D−θ
0y R

δ,x
0y µ(y) = Rδ,x

0y D
−θ
0y µ(y) = Rδ+θ,x

0y µ(y), (14)

D−δ
0y N

θ,x,y
0l ν(x) = N δ+θ,x,y

0l ν(x). (15)

2. Необходимые нелокальные условия

для диффузионно-волнового уравнения

Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть u = u(x, y) регулярное в области Ω решение уравнения (1),

удовлетворяющее условию

lim
y→0

Dα−k
0y u(x, y) = τk(x), 1 6 k 6 n, 0 < x < l, (16)

ux ∈ C([0, l]× (0, T )) и ux(0, y), ux(l, y) ∈ L[0, T ]. Тогда функция u(x, y) удовлетво-
ряет нелокальным условиям:
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u(0, y) = 2

n∑

k=1

N β−k+1,0,y
0l τk(t) + 2Rβ,l

0y ux(l, s)−D−β
0y ux(0, s) + 2R0,l

0yu(l, s), (17)

u(l, y) = 2
n∑

k=1

N β−k+1,l,y
0l τk(t)− 2Rβ,l

0y ux(0, s) +D−β
0y ux(l, s) + 2R0,l

0yu(0, s). (18)

Доказательство. Воспользуемся общим представлением решения уравнения (1)
в прямоугольной области [2, c. 116]. Полагая в нем v(x, y; t, s) = Γ(x − t, y − s),
получим

u(x, y) =
n∑

k=1

(−1)k−1

x2∫

x1

τk(t)
∂k−1

∂sk−1
Γ(x− t, y)dt+

+
2∑

i=1

(−1)i
y∫

0

[Γ(x− xi, y − s)ut(xi, s)− Γt(x− xi, y − s)u(xi, s)]ds. (19)

Используя (2) и то, что в силу (9), (10), (13),

∂

∂t
Γ(x− t, y − s) =

sign(x− t)

2

1

y − s
e1,01,β

(
− |x− t|
(y − s)β

)
,

∂

∂s
Γ(x− t, y − s) = − (y − s)β−2

2
e1,β−1
1,β

(
− |x− t|
(y − s)β

)
,

равенство (19) можно переписать в виде

u(x, y) =
1

2

n∑

k=1

x2∫

x1

τk(t)

yk−β
e1,β−k+1
1,β

(
−|x− t|

yβ

)
dt+

+
1

2

y∫

0

ut(x2, s)

(y−s)1−β
e1,β1,β

(
− x2 − x

(y − s)β

)
ds− 1

2

y∫

0

ut(x1, s)

(y−s)1−β
e1,β1,β

(
− x− x1
(y − s)β

)
ds+

+
1

2

y∫

0

u(x2, s)

y − s
e1,01,β

(
− x2 − x

(y − s)β

)
ds+

1

2

y∫

0

u(x1, s)

y − s
e1,01,β

(
− x− x1
(y − s)β

)
ds. (20)

В терминах операторов (3) и (4) равенство (20) примет вид

u(x, y) =
n∑

k=1

N β−k+1,x,y
x1x2

τk(t) +Rβ,x2−x
0y ut(x2, s)−Rβ,x−x1

0y ut(x1, s)+

+R0,x2−x
0y u(x2, s) +R0,x−x1

0y u(x1, s). (21)

Пользуясь тем, что в силу свойства 3 преобразования Rδ,x
0y

lim
x→0

Rβ,x
0y µ(y) =

1

2
D−β

0y µ(y), lim
x→0

R0,x
0y µ(y) =

µ(y)

2
,

из (21) получим

1

2
u(x1, y) =

n∑

k=1

N β−k+1,x1,y
x1x2

τk(t) +Rβ,x2−x1

0y ut(x2, s)−
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−1

2
D−β

0y ut(x1, s) +R0,x2−x1

0y u(x2, s), (22)

1

2
u(x2, y) =

n∑

k=1

N β−k+1,x2,y
x1x2

τk(t)−Rβ,x2−x1

0y ut(x1, s)+

+
1

2
D−β

0y ut(x2, s) +R0,x2−x1

0y u(x1, s). (23)

Переходя в равенствах (22) и (23) к пределам при (x1, x2) → (0, l), получим (17)
и (18). Теорема l доказана.

При α = 1 условия (17) и (18) совпадают с необходимыми нелокальными усло-
виями для уравнения Фурье [5, с. 275].

3. Необходимые нелокальные условия

для волнового уравнения

Имеет место следующая лемма [3].
Лемма 1. Пусть функция g(t) абсолютно интегрируема на любом конечном

интервале полуоси t > 0, непрерывна в точке t = 1 и растет при t → ∞ не
быстрее, чем exp{σtδ}, σ > 0, δ < 1

1−β . Тогда

lim
β→1

∞∫

0

g(t)e1,01,β(−t)dt = g(1), lim
β→1

∞∫

0

g(t)e1,β1,β(−t)dt =
1∫

0

g(t)dt.

Используя лемму 1, перейдем в равенствах (17) и (18) к пределу при α→ 2.
Для этого перепишем условия (17) и (18) в следующем виде:

u(0, y) =

l∫

0

τ1(ξ)y
β−1e1,β1,β

(
− ξ

yβ

)
dξ +

l∫

0

τ2(ξ)y
β−2e1,β−1

1,β

(
− ξ

yβ

)
dξ+

+

y∫

0

ux(l, η)

(y − η)1−β
e1,β1,β

(
− l

(y − η)β

)
dη − 1

Γ(β)

y∫

0

ux(0, η)

(y − η)1−β
dη+

+

y∫

0

u(l, η)

y − η
e1,01,β

(
− l

(y − η)β

)
dη =

5∑

i=1

Ii(y), (24)

u(l, y) =

l∫

0

τ1(ξ)y
β−1e1,β1,β

(
− l − ξ

yβ

)
dξ +

l∫

0

τ2(ξ)y
β−2e1,β−1

1,β

(
− l − ξ

yβ

)
dξ−

−
y∫

0

ux(0, η)

(y − η)1−β
e1,β1,β

(
− l

(y − η)β

)
dη +

1

Γ(β)

y∫

0

ux(l, η)

(y − η)1−β
dη+

+

y∫

0

u(0, η)

y − η
e1,01,β

(
− l

(y − η)β

)
dη =

5∑

i=1

Ji(y). (25)

Далее преобразуем интегралы Ii(y)

I1(y) =

l∫

0

τ1(ξ)y
β−1e1,β1,β

(
− ξ

yβ

)
dξ =

l/yβ∫

0

τ1(y
βη)y2β−1e1,β1,β(−η)dη =
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=

∞∫

0

τ1(y
βη)y2β−1e1,β1,β(−η)H(l − yβη)dη,

I2(y) =

l∫

0

τ2(ξ)y
β−2e1,β−1

1,β

(
− ξ

yβ

)
dξ =

d

dy

l∫

0

τ2(ξ)y
β−1e1,β1,β

(
− ξ

yβ

)
dξ,

I3(y)=

y∫

0

ux(l, η)

(y − η)1−β
e1,β1,β

(
− l

(y − η)β

)
dη =

∞∫

l/yβ

ux

(
l, y − (l/ξ)

1
β

) l

βξ2
e1,β1,β(−ξ)dξ =

=

∞∫

0

ux

(
l, y − (l/ξ)

1
β

) l

βξ2
e1,β1,β(−ξ)H(ξ − l/yβ)dξ,

I5(y) =

y∫

0

u(0, η)

y − η
e1,01,β

(
− l

(y − η)β

)
dη =

=

∞∫

0

u
(
l, y − (l/ξ)

1
β

) 1

βξ
e1,01,β(−ξ)H(ξ − l/yβ)dξ.

Пользуясь леммой 1, получим следующие соотношения:

lim
β→1

I1(y) =

1∫

0

τ1(yη)H(l − yη)ydη =

y∫

0

τ1(ξ)H(l − ξ)dξ =

=

l∫

0

τ1(ξ)H(y − ξ)dξ, (26)

lim
β→1

I2(y) =
d

dy

y∫

0

τ2(ξ)H(l − ξ)dξ = τ2(y)H(l − y), (27)

lim
β→1

I3(y) =

1∫

0

ux(l, y − l/ξ)
l

ξ2
H(ξ − l/y)dξ =

= H(y − l)

1∫

l/y

ux(l, y − l/ξ)
l

ξ2
dξ = H(y − l)

y−l∫

0

ux(l, η)dη, (28)

lim
β→1

I5(y) = u(l, y − l)H(y − l), (29)

где H(x) – функция Хевисайда.
Аналогично для слагаемых в правой части (25) получим

lim
β→1

J1(y) =

l∫

l−y

τ1(ξ)H(ξ)dξ, (30)

lim
β→1

J2(y) =
d

dy

l∫

l−y

τ2(ξ)H(ξ)dξ = τ2(l − y)H(l − y), (31)



Необходимые нелокальные условия для диффузионно-волнового уравнения 51

lim
β→1

J3(y) = H(y − l)

y−l∫

0

ux(0, η)dη, (32)

lim
β→1

J5(y) = u(0, y − l)H(y − l). (33)

Используя соотношения (26) – (33), из (24) и (25) получим необходимые нело-
кальные условия для волнового уравнения:

u(0, y) =

l∫

0

τ1(t)H(y − t)dt+ τ2(y)H(l − y) +H(y − l)

y−l∫

0

ux(l, s)ds−

−
y∫

0

ux(0, s)ds+ u(l, y − l)H(y − l),

u(l, y) =

l∫

l−y

τ1(t)H(t)dt+ τ2(l − y)H(l − y)−H(y − l)

y−l∫

0

ux(0, s)ds+

+

y∫

0

ux(l, s)ds+ u(0, y − l)H(y − l).

При y 6 l условия примут вид:

u(0, y) =

y∫

0

τ1(t)dt+ τ2(y)−
y∫

0

ux(0, s)ds, (34)

u(l, y) =

l∫

l−y

τ1(t)dt+ τ2(l − y) +

y∫

0

ux(l, s)ds. (35)

При y > l имеем

u(0, y) =

l∫

0

τ1(t)dt+

y−l∫

0

ux(l, s)ds−
y∫

0

ux(0, s)ds+ u(l, y − l), (36)

u(l, y) =

l∫

0

τ1(t)dt−
y−l∫

0

ux(0, s)ds+

y∫

0

ux(l, s)ds+ u(0, y − l). (37)

Для случая l = T условия (34) и (35) получены в работе [6].

4. Задача Самарского

4.1. Постановка задачи и формулировка результата

Пользуясь доказанной теоремой 1, исследуем задачу Самарского для уравне-
ния (1) в следующей постановке.

Задача 1. В области Ω найти решение u(x, y) уравнения (1), удовлетворяющее
условию (16) и краевым условиям:

a1u(0, y) + a2u(l, y) = φ(y), 0 < y 6 T, (38)
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l∫

0

u(x, y)dx = µ(y), 0 < y 6 T, (39)

где τk(x), φ(y), µ(y) – заданные функции, a1, a2 – заданные числа, причем
a1 ̸= a2.

Условие (39) принято называть условием Самарского [5, c. 140].
В работе [7] в случае, когда 0 < α < 1, a1 = 1, a2 = 0, µ(y) ≡ const yα−1, а усло-

вие (16) задано в локальном виде, задача 1 была исследована методом Фурье.
Обозначим C1,q[0, l] – простанство непрерывно дифференцируемых на [0, l]

функций, удовлетворяющих условию Гельдера с показателем q.
Имеет место следующая
Теорема 2. Пусть τ1(x) ∈ C[0, l]; τ2(x) ∈ C1,q[0, l], q > 1−β

β , при n = 2;

yn−αφ(y) ∈ C[0, T ], Dα
0yµ(y) ∈ C[0, T ] и выполняются условия согласования

lim
y→0

Dα−n
0y φ(y) = a1τn(0) + a2τn(l), (40)

lim
y→0

Dα−k
0y µ(y) =

l∫

0

τk(x)dx, k = 1, n. (41)

Тогда существует единственное регулярное в области Ω решение задачи 1. Реше-
ние имеет вид

u(x, y) =
n∑

k=1

∞∑

m=−∞

[
N β−k+1,2ml+x,y

0l −N β−k+1,2ml−x,y
0l

]
τk(x)−

−2
∞∑

m=1

[
R0,2ml−l+x

0y −R0,2ml−l−x
0y

]
φl(y) + 2

∞∑

m=1

[
R0,2ml−2l+x

0y −R0,2ml−x
0y

]
φ0(y), (42)

где

φ0(y) =
a2

a2 − a1
ψ(y) +

1

a2 − a1
φ(y), φ1(y) =

a1
a1 − a2

ψ(y) +
1

a1 − a2
φ(y),

+

ψ(y) = 2
n∑

k=1

∞∑

m=−∞
N β−k+1,ml,y

0l τk(ξ) + 4
∞∑

m=1

Rβ,ml
0y Dα

0yµ(y) +D−β
0y D

α
0yµ(y). (43)

Доказательство. Интегрируя обе части равенства (1) по x с учетом условия
(39), придем к условию

ux(l, y)− ux(0, y) = Dα
0yµ(y), 0 6 y 6 T. (44)

Из (17) и (18) с учетом условий (38) и (44) относительно функции ψ(y) = u(0, y)+
+ u(l, y) получим

ψ(y)− 2R0,l
0yψ(η) = Φ(y), (45)

где

Φ(y) = 2
n∑

k=1

[
N δk,0,y

0l +N δk,l,y
0l

]
τk(ξ) + 2

[
Rβ,0

0y +Rβ,l
0y

]
Dα

0yµ(y),

δk = β − k + 1.
Покажем, что yn−αΦ(y) ∈ C[0, T ]. Поскольку τk(x) ∈ C[0, l], то в силу формул

(13) и (10) получим

N β−k+1,x,y
0l τk(t) =

1

2

l∫

0

τk(t)y
β−ke1,β−k+1

1,β

(
−|x− t|

yβ

)
dt 6
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6M

l∫

0

yβ−ke1,β−k+1
1,β

(
−|x− t|

yβ

)
dt =

M

2
y2β−ke1,2β−k+1

1,β

(
−|x− t|

yβ

) ∣∣∣
t=l

t=0
,

где M = max
x∈[0,l]

τk(x). Из последнего и оценки

∣∣∣yα−ke1,α−k+1
1,β

(
−xy−β

)∣∣∣ 6 Cx−θy(α−k+1)(1+θ)−1, (46)

справедливой в силу (12), следует, что yk−αN β−k+1,x,y
0l τk(ξ) ∈ C[0, T ], k = 1, n. Из

того, что Dα
0yµ(y) ∈ C[0, T ], следует, что D−β

0y D
α
0yµ(y),R

β,l
0yD

α
0yµ(y) ∈ C[0, T ].

Уравнение (45) является уравнением Вольтерра второго рода. Легко видеть,
что его единственное решение можно выписать в виде

ψ(y) = 2

∞∑

m=0

R0,ml
0y Φ(η). (47)

Действительно, в силу (5)

ψ(y)− 2R0,l
0yψ(η) = +2

∞∑

m=0

R0,ml
0y Φ(η)− 4

∞∑

m=0

R0,l
0yR

0,ml
0y Φ(η) =

= Φ(y) + 2
∞∑

m=1

R0,ml
0y Φ(η)− 2

∞∑

m=0

R0,(m+1)l
0y Φ(η) =

= Φ(y) + 2

∞∑

m=1

R0,ml
0y Φ(η)− 2

∞∑

m=1

R0,ml
0y Φ(η) = Φ(y).

Равенство (47) можно записать в виде

ψ(y) = Φ(y) +

y∫

0

W (y − η)Φ(η)dη,

где

W (y) =
∞∑

n=1

(−1)n

y
e1,01,β

(
− nl

yβ

)
.

Из оценки (12) следует
∣∣∣∣y

α−ke1,01,β

(
−ml
yβ

)∣∣∣∣ 6 C(ml)−θyβθ−1, θ ∈ [0, 2].

Из последнего получим

∣∣y1−βW (y)
∣∣ 6 C

l2
y1−βy2β−1

∞∑

n=1

1

m2
= yβ

C

l2

∞∑

n=1

1

m2
.

Таким образом, y1−βW (y) ∈ C[0, T ], а yn−αψ(y) ∈ C[0, T ].
Пользуясь (47) и свойствами 1 и 2, запишем решение уравнения (45) в виде

ψ(y) = 2

n∑

k=1

∞∑

m=0

[
N δk,−ml,y

0l +N δk,(m+1)l,y
0l

]
τk(ξ)+

+2

∞∑

m=0

[
Rβ,ml

0y +Rβ,(m+1)l
0y

]
Dα

0yµ(y).
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Из последнего, пользуясь свойством 3, получим (43).
После того как найдено ψ(y), из системы

u(0, y) + u(l, y) = ψ(y), a1u(0, y) + a2u(l, y) = φ(y)

при a1 ̸= a2 однозначно находим u(0, y) и u(l, y),

u(0, y) =
a2

a2 − a1
ψ(y) +

1

a2 − a1
φ(y) = φ0(y), (48)

u(l, y) =
a1

a1 − a2
ψ(y) +

1

a1 − a2
φ(y) = φ1(y). (49)

Очевидно, что функции yn−αφ0(y), y
n−αφ1(y) ∈ C[0, T ].

Для того чтобы yn−αu(x, y) ∈ C(Ω), необходимо, чтобы выполнялись условия

lim
y→0

Dα−n
0y φ0(y) = τn(0), lim

y→0
Dα−n

0y φ1(y) = τn(l). (50)

Покажем это. Из равенств (48) и (49) следует, что

Dα−n
0y φ0(y) =

a2
a2 − a1

Dα−n
0y ψ(y) +

1

a2 − a1
Dα−n

0y φ(y), (51)

Dα−n
0y φ1(y) =

a1
a1 − a2

Dα−n
0y ψ(y) +

1

a1 − a2
Dα−n

0y φ(y). (52)

Из (43) в силу (14) и (15) имеем

Dα−n
0y ψ(y) = 2

n∑

k=1

∞∑

m=−∞
Dα−n

0y N δk,ml,y
0l τk(ξ)+

+4

∞∑

m=1

Rn−β,ml
0y Dα

0yµ(y) +Dβ−n
0y Dα

0yµ(y). (53)

Равенство (53) вместе с соотношением (7) приводят к

lim
y→0

Dα−n
0y ψ(y) = τn(0) + τn(l), (54)

Из (40), (51), (52) и (54) следует (50).
Таким образом, решение задачи 1 редуцируется к решению первой краевой

задачи (16), (48), (49), для уравнения (1), которое имеет вид [2, c. 123]

u(x, y) =
n∑

k=1

(−1)k−1

l∫

0

τk(ξ)
∂k−1

∂ηk−1
G(x, y; ξ, 0)dξ+

+

y∫

0

Gξ(x, y; 0, η)u(0, η)dη −
y∫

0

Gξ(x, y; l, η)u(l, η)dη, (55)

где G(x, y; ξ, η) =
∞∑

m=−∞
[Γ(2ml + x− ξ, y − η)− Γ(2ml − x− ξ, y − η)] .

Очевидно, что (55) удовлетворяет уравнению (1) и условиям (16), (38).
Покажем, что (55) удовлетворяет условию (39). В терминах операторов (3) и

(4) решение (55) можно записать в виде (42) или

u(x, y)=

n∑

k=1

∞∑

m=1

[
N δk,2ml+x,y

0l −N δk,2ml−x,y
0l +N δk,−2ml+x,y

0l −N δk,−2ml−x,y
0l

]
τk(x)+
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+
n∑

k=1

[
N δk,x,y

0l −N δk,−x,y
0l

]
τk(x) + 2

∞∑

m=1

[
R0,2ml−l−x

0y −R0,2ml−l+x
0y

]
φl(y)+

+2
∞∑

m=1

[
R0,2ml−2l+x

0y −R0,2ml−x
0y

]
φ0(y). (56)

Проинтегрируем равенство (56) на отрезке [0, l] по переменной x. В силу
свойств 5 и 6 получим

l∫

0

u(x, y)dx = 2
n∑

k=1

∞∑

m=1

(−1)m+1
[
N δ+β,(m+1)l,y

0l +N δ+β,−ml,y
0l

]
τk(x)+

+
n∑

k=1

yδ+β−1

Γ(δ + β)

l∫

0

τk(x)dx+ 2Rβ,0
0y ψ(y) + 4

∞∑

m=1

(−1)mRβ,ml
0y ψ(y), (57)

где ψ(y) = φ0(y) + φl(y) решение уравнения Вольтерра (45).
Из (47) имеем

2Rβ,0
0y ψ(y) = D−β

0y ψ(y) = 2
∞∑

m=0

Rβ,ml
0y Φ(y).

Преобразуем последние два слагаемых в правой части (57) с помощью (5)

2Rβ,0
0y ψ(y) + 4

∞∑

m=1

(−1)mR0,ml
0y D−β

0y ψ(y) =

= 2
∞∑

m=0

Rβ,ml
0y Φ(y) + 8

∞∑

m=1

(−1)mR0,ml
0y

∞∑

s=0

Rβ,sl
0y Φ(y) =

= 2
∞∑

m=0

Rβ,ml
0y Φ(y) + 8

∞∑

m=1

m∑

s=1

(−1)sR0,sl
0y Rβ,(m−s)l

0y Φ(y) =

= 2
∞∑

m=0

Rβ,ml
0y Φ(y) + 4

∞∑

m=1

Rβ,ml
0y Φ(y)

m∑

s=1

(−1)s =

= 2Rβ,0
0y Φ(y) + 2

∞∑

m=1

Rβ,2ml
0y Φ(y) + 2

∞∑

m=1

Rβ,2ml−l
0y Φ(y)− 4

∞∑

m=1

Rβ,2ml−l
0y Φ(y) =

= 2Rβ,0
0y Φ(y) + 2

∞∑

m=1

(−1)mRβ,ml
0y Φ(y) = 2

∞∑

m=1

(−1)mRβ,ml
0y Φ(y). (58)

Обозначив µ1(y) = D−β
0y D

α
0yµ(y) и пользуясь свойствами преобразования Rβ,0

0y , по-
лучим

2

∞∑

m=1

(−1)mRβ,ml
0y Φ(y) = 2

∞∑

m=1

(−1)mRβ,ml
0y µ1(y) + 2

∞∑

m=1

(−1)mRβ,(m+1)l
0y µ1(y)+

+2

∞∑

m=0

(−1)mRβ,ml
0y 2

n∑

k=1

[
N δk,0,y

0l +N δk,l,y
0l

]
τk(ξ) = D−β

0y µ1(y)+

+2

n∑

k=1

∞∑

m=0

(−1)m
[
N δk+β,−ml,y

0l +N δk+β,(m+1)l,y
0l

]
τk(ξ). (59)
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Учитывая, что в силу аналога формулы Ньютона — Лейбница в дробном исчисле-
нии [1, c. 11],

D−β
0y µ1(y) = D−α

0y D
α
0yµ(y) = µ(y)−

n∑

k=1

yδk+β−1

Γ(δk + β)
lim
y→0

Dα−k
0y µ(y),

из (57), (58) и (59) получим, что

l∫

0

u(x, y)dx = µ(y) +

n∑

k=1

yδk+β−1

Γ(δk + β)




l∫

0

τk(x)dx− lim
y→0

Dα−k
0y µ(y)



 .

Таким образом, функция u(x, y) удовлетворяет условию Самарского при выпол-
нений условий согласования (41). Теорема 2 доказана.

4.2. Задача Самарского для волнового уравнения

Рассмотрим задачу 1 при α = 2, a1 = 1, a2 = 0 и T < l. В общем случае задача
решается аналогично.

Задача 2. Найти решение уравнения

uxx − uyy = 0, (60)

удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = τ(x), uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < l,

u(0, y) = φ0(y),

l∫

0

u(x, y)dx = µ(y), 0 < y < T < l.

где τ(x), ν(x), φ0(y), µ(y) – заданные функции.
Для волнового уравнения задача 2 методом редукции к задаче с условием

Бицадзе — Самарского исследовалась в работе [10].
Из (34) и (35) с учетом равенства

y∫

0

[ux(l, s)− ux(0, s)]ds = µ′(y)− µ′(0)

выразим значение u(l, y) через данные задачи 2:

u(l, y) =

y∫

0

ν(t)dt+

l∫

l−y

ν(t)dt+ τ(y) + τ(l − y) + µ′(y)− µ′(0)− φ0(y) ≡ φl(y).

Таким образом, задача 2 свелась к смешанной краевой задаче для уравнения (60),
решение которой имеет вид [11, c. 70]

u(x, y) =
τ(x+ y) + τ(x− y)

2
+

1

2

x+y∫

x−y

ν(t)dt+ φ0(y − x)− φl(y + x− l), (61)

где φ0(y) = φ0(y)H(y), φl(y) = φl(y)H(y), H(y) – функция Хевисайда, причем

τ(−x) = −τ(x), τ(2l − x) = −τ(x), ν(−x) = −ν(x), ν(2l − x) = −ν(x). (62)
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Очевидно, что (61) является решением уравнения (60), а также то, что вы-
полняются первые три условия задачи 2.

Покажем, что выполняется четвертое. Проинтегрируем равенство (61) по пе-
ременной x в пределах от 0 до l

l∫

0

u(x, y)dx =
1

2

l∫

0

[τ(x+ y) + τ(x− y)]dx+
1

2

l∫

0

x+y∫

x−y

ν(t)dt+

l∫

0

φ0(y − x)dx+

+

l∫

0

φl(y + x− l)dx = I1 + I2 + I3 + I4. (63)

Преобразуя интегралы Ik (k = 1, 4) с учетом равенств (62), получим

2I1 =

l∫

y

τ(t)dt−
l+y∫

l

τ(2l − t)dt−
0∫

−y

τ(−t)dt+
l−y∫

−y

τ(t)dt = 2

l−y∫

y

τ(t)dt, (64)

2I2 =

0∫

−y

(t+ y)ν(t)dt+

l−y∫

0

(t+ y)ν(t)dt+

y∫

l−y

lν(t)dt+

l∫

y

(l − t+ y)ν(t)dt+

+

l−y∫

l

(l − t+ y)ν(t)dt = 2

y∫

0

tν(t)dt+ 2

l−y∫

y

yν(t)dt+ 2

l∫

l−y

(l − t)ν(t)dt, (65)

I3 =

y∫

0

φ0(y − x)dx =

y∫

0

φ0(t)dt, (66)

I4 =

l∫

l−y

φl(y + x− l)dx =

y∫

0

φl(t)dt =

y∫

0

(y − t)ν(t)dt+

l∫

l−y

(y + t− l)ν(t)dt+

+

y∫

0

τ(s)ds+

l∫

l−y

τ(s)ds−
y∫

0

φ0(s)ds+ µ(y)− µ(0)− µ′(0)y. (67)

В силу (64)–(67), из (63) получим

l∫

0

u(x, y)dx = I1 + I2 + I3 + I4 =




y∫

0

+

l−y∫

y

+

l∫

l−y



 τ(t)dt− µ(0)+

+




y∫

0

+

l−y∫

y

+

l∫

l−y



 ν(t)dt− µ′(0) + µ(y).

Из последнего видно, что при выполнении условий согласования

l∫

0

τ(x)dx = µ(0),

l∫

0

ν(x)dx = µ′(0),
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функция (61) удовлетворяет условию

l∫

0

u(x, y)dx = µ(y).
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NECESSARY NON-LOCAL CONDITIONS
FOR A DIFFUSION-WAVE EQUATION

c⃝ 2014 M.O. Mamchuev2

In this article, diffusion-wave equation with fractional derivative in Rieman-
n-Liouville sense is investigated. Integral operators with the Write function in
the kernel associated with the investigational equation are introduced. In terms
of these operators necessary non-local conditions binding traces of solution and
its derivatives on the boundary of a rectangular domain are found. Necessary
non-local conditions for the wave are obtained by using the limiting properties
of Write function. By using the integral operator’s properties the theorem of
existence and uniqueness of solution of the problem with integral Samarski’s
condition for the diffusion-wave equation is proved. The solution is obtained in
explicit form.

Key words: diffusion-wave equation, wave equation, fractional differential
equations, necessary non-local conditions, Samarski’s problem, derivative of fractional
order.
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