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ОБ АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБРАХ СЛАБОГО РОСТА

c⃝ 2014 С.М. Рацеев1

В статье показано, что если многообразие ассоциативных алгебр име-
ет слабый рост последовательности {cn(V)}n>1 и характеристика основно-
го поля не равна двум, то для некоторого s в нем выполнено тождество
[x1, x2][x3, x4] . . . [x2s−1, x2s] = 0. Как следствие, любое многообразие ассоциа-
тивных алгебр со слабым ростом последовательности коразмерностей имеет
целую экспоненту. Также следствием этого является отсутствие многообра-
зий ассоциативных алгебр, рост которых был бы промежуточным между
полиномиальным и экспоненциальным, если характеристика основного поля
не равна двум.

Ключевые слова: ассоциативная алгебра, алгебра Ли, многообразие ал-
гебр, рост многообразия.

Пусть A(X) — свободная ассоциативная алгебра над полем K, где X =
= {x1, x2, . . .} — счетное множество свободных образующих, R — некоторая ассо-
циативная PI-алгебра, Id(R) — идеал тождеств алгебры R. Пусть V = var(R) —
многообразие алгебр, порожденное алгеброй R, K(X,V) = A(X)/Id(R) — отно-
сительно свободная алгебра многообразия V над полем K. Обозначим через Pn

подпространство в A(X), состоящее из всех полилинейных элементов степени n
от переменных x1, . . . , xn, Pn(V) = Pn/(Pn ∩ Id(R)), cn(V) = dim Pn(V).

Так как любое нетривиальное многообразие V ассоциативных алгебр имеет экс-
поненциальный рост, то введем в рассмотрение нижнюю и верхнюю экспоненты:

Exp(V) = lim
n→∞

n
√
cn(V), Exp(V) = lim

n→∞
n
√
cn(V).

Если Exp(V) = Exp(V), то обозначим Exp(V) = Exp(V).
Хорошо известно, что Sn-модуль Pn(V) является вполне приводимым, и раз-

ложение его характера в целочисленную комбинацию неприводимых характеров
имеет следующий вид:

χn(V) = χ(Pn(V)) =
∑

λ⊢n

mλ(V)χλ. (1)

Под обозначением [a, b, c] будем понимать левонормированную расстановку ком-
мутаторов [[a, b], c].

Обозначим через Us многообразие ассоциативных алгебр, определенное тож-
деством

[x1, x2][x3, x4] . . . [x2s−1, x2s] = 0.
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В работах [1; 2], в частности, показано, что для любого многообразия ассоциа-
тивных алгебр V над произвольным полем Exp(V ∩Us) существует и является
целым числом.

Теорема 1 [1]. Пусть V — подмногообразие в Us над произвольным полем.
Тогда существуют такие константы N , α, β и такое целое число d, 0 6 d 6 s,
что для любого n > N будет выполнено следующее двойное неравенство:

nαdn 6 cn(V) 6 nβdn.

Рассмотрим вопрос о значениях экспоненты d из теоремы 1 для произвольного
подмногообразия в Us. Для упрощения записей, элементы, содержащие кососим-
метрический набор, будем записывать без знака суммирования, помечая перемен-
ные этого набора чертой, волной или двумя чертами сверху. Например, zx̃ỹ =
= zxy − zyx.

Теорема 2 [1]. Пусть V — многообразие ассоциативных алгебр над полем ну-
левой характеристики и d — некоторое неотрицательное целое число. Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:

1) Exp(V ∩Ud+1) 6 d;
2) для любого целого s > d выполнено неравенство Exp(V ∩Us) 6 d;
3) существует такое неотрицательное целое p, что в многообразии V ∩ Ud+1

выполнено полилинейное тождество

x̄11x̃12, . . . ¯̄x1p[y1, y2, x̄21, x̃22, . . . , ¯̄x2p] . . .

. . . [y2d−1, y2d, x̄(d+1)1, x̃(d+1)2, . . . , ¯̄x(d+1)p] = 0;
(2)

4) для любого целого s > d существует такое неотрицательное целое p = p(s),
что в многообразии V ∩Us выполнено полилинейное тождество (2);

5) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V∩Ud+1) = 0 в случае,
если выполнено условие n− (λ1 + λ2 + . . .+ λd) > C;

6) для любого целого s > d существует такая константа C = C(s), что в сумме
(1) mλ(V∩Us) = 0 в случае, если выполнено условие n− (λ1 +λ2 + . . .+λd) > C.

Заметим, что аналоги теорем 1 и 2 имеют место и в алгебрах Ли (Лейбни-
ца) [3–5], а также в алгебрах Пуассона (Лейбница — Пуассона) [6–8], при этом
алгебры Лейбница — Пуассона были введены в работе [9].

В случае алгебр Ли известен такой результат С.П. Мищенко [10]: если характе-
ристика основного поля не равна двум и для некоторого многообразия алгебр Ли
V существует такое n, что выполнено неравенство cn(V) < 2[

n−1
2 ], где квадратные

скобки означают целую часть числа, то коммутант многообразия V будет нильпо-
тентным. Покажем, что данный результат имеет место и в случае ассоциативных
алгебр.

Предложение. Если характеристика основного поля K не равна двум, то в
случае ассоциативных алгебр тождество AxyzB = 0 является следствием тожде-
ства Ax2B = 0, где A,B — некоторые, в частности пустые, ассоциативные слова,
не имеющие в своем составе переменную x.

Доказательство. Линеаризация тождества Ax2B = 0 по переменной x дает
тождество A(xy + yx)B = 0. Поэтому тождества

A(xyz + zxy)B = 0, A(yzx+ xyz)B = 0, A(zxy + yzx)B = 0
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являются следствиями тождества Ax2B = 0. Матрица данной системы относи-
тельно неизвестных AxyzB, AyzxB, AzxyB имеет определитель, равный двум.
Поэтому данная система имеет единственное решение

AxyzB = AyzxB = AzxyB = 0.

�

Теорема 3. Пусть V — некоторое многообразие ассоциативных алгебр и ха-
рактеристика основного поля не равна двум. Если для некоторого n выполнено
неравенство

cn(V) < 2[
n
2 ],

то существует такое целое число s, что V является подмногообразием в Us.
Доказательство. Обозначим через H

(k)
m , где m 6 k, абелеву подгруппу сим-

метрической группы S2k, порожденную транспозициями δi = (2i − 1, 2i), i =

= 1, . . . ,m. Понятно, что |H(k)
m | = 2m.

Пусть для некоторого n выполнено условие теоремы. Обозначим m =
[
n
2

]
и

рассмотрим элементы пространства Pn(V) следующего вида:

ωxσ(2m) . . . xσ(1), σ ∈ H(m)
m ,

где ω — либо пустое слово, либо ω = xn (в зависимости от четности числа n).
Так как cn(V) < 2[

n
2 ], то данные элементы линейно зависимы в Pn(V), поэтому

в многообразии V выполнено нетривиальное тождество вида
∑

σ∈H
(m)
m

ασωxσ(2m) . . . xσ(1) = 0, (3)

где не все ασ равны нулю. Если для всех σ ∈ H
(m)
m выполнено равенство ασ =

= −ασδm , то тождество (3) можно записать в таком виде
∑

σ∈H
(m)
m−1

βσω[xσ(2m), xσ(2m−1)]xσ(2m−2) . . . xσ(1) = 0,

где не все βσ равны нулю. Если же для некоторого σ ∈ H
(m)
m выполнено неравен-

ство ασ ̸= −ασδm , тогда следствием тождества (3) является такое нетривиальное
тождество ∑

σ∈H
(m)
m−1

βσωy
2
1xσ(2m−2) . . . xσ(1) = 0.

Данный процесс продолжим для δi, i = m− 1, . . . , 1. В итоге получим тождество
вида

ω . . . y2i1 . . . [xj1 , xj2 ] . . . y
2
i2 . . . [xj3 , xj4 ] . . . = 0,

полилинейное относительно переменных, находящихся в коммутаторах, и каждая
переменная yis (если таковые имеются) имеет степень два. Теперь осталось при-
менить предложение. �

Из теорем 1 и 3 вытекает следующее

Следствие. (i) Пусть V — подмногообразие в Us над произвольным полем,
такое, что cni(V) < ni

β(2 − ε)ni для некоторых констант β, 0 < ε < 1 и некото-
рой подпоследовательности ni, i = 1, 2, . . . Тогда рост многообразия V является
полиномиальным.
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(ii) Если характеристика основного поля не равна двум, то не существует мно-
гообразий ассоциативных алгебр, рост которых был бы промежуточным между
полиномиальным и экспоненциальным.
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ON VARIETIES OF ASSOCIATIVE ALGEBRAS WITH
WEAK GROWTH

c⃝ 2014 S.M. Ratseev2

We prove that any variety of associative algebras with weak growth of the
sequence {cn(V)}n>1 satisfies the identity [x1, x2][x3, x4] . . . [x2s−1, x2s] = 0 for
some s. As a consequence, the exponent of an arbitrary associative variety with
weak growth exists and is an integer and if the characteristic of the ground field
is distinct from 2 then there exists no varieties of associative algebras whose
growth is intermediate between polynomial and exponential.
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