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РАЗРУШЕНИЕ ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ
И ЛОКАЛИЗАЦИИ ДЕФОРМАЦИЙ ПО СХЕМЕ

ЖЕСТКОПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ

c⃝ 2014 А.С. Яковлев1

В статье рассматривается модель разрушения тонких пластин с трещи-
нами, являющаяся продолжением и обобщением КРТ-модели (модель Лео-
нова—Панасюка—Дагдейла и основанная на представлении пластических об-
ластей у вершин трещины как зон, в которых деформации происходят по
схеме жесткопластического течения Прагера.

Ключевые слова: жесткопластическое течение, тонкостенная пластина, тре-
щина, модель Леонова — Панасюка — Дагдейла, пластическая деформация, объ-
емная плотность энергии диссипации, уравнение Фредгольма, метод ”малого па-
раметра”.

Жесткопластический анализ задачи о растяжении полосы при плоской дефор-
мации, включая обоснование и введение критериев разрушения, проведем, следуя
результатам, полученным в [1–3].

Рассмотрим области A1ОВ1 и С1ОD1, они движутся как жесткие в направле-
нии к т. О (рис. 1).

а б

Рис. 1. Линии скольжения и внутренняя трещина в полосе:
А — линии скольжения по схеме Прагера; В — развитие внутренней трещины в
полосе
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марского государственного аэрокосмического университета им. акад. С.П. Королева, 443086,
Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
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Жесткопластический анализ соответствующей задачи о растяжении полосы
при плоской деформации, включая обоснование и введение критериев разруше-
ния, проведем, следуя результатам, полученным в [3]. Области A1OB1 и C1OD1

движутся как жесткие в направлении к т. O. Пластическая деформация локализу-
ется вдоль изолированных линий скольжения B1OD1 и A1OC1, которые являются
линиями разрыва скоростей перемещений. При пересечении этих линий частицами
материала происходят скачкообразное увеличение деформаций и их локализация
в заштрихованных областях.

Мерой общих деформаций можно выбрать первое главное значение тензора ко-
нечных деформаций Альманси E1 и сформулировать следующий критерий: раз-
рушение материала наступит в том случае, если расстояние между бесконечно
близкими частицами изменяется на критическую величину, определяемую посто-
янной E∗:

maxE1 > E∗. (1)

В работе [3] показано, что можно сформулировать эквивалентный (1) крите-
рий, использующий имеющую физический смысл величину объемной плотности
энергии диссипации W , получаемой материальной частицей при пересечении ли-
нии разрыва скоростей перемещений:

maxW1 >W∗. (2)

Здесь W определяется в виде:

W1 =
[Vr]

G+ Vn
k, (3)

где [Vr]— разрыв касательной составляющей скорости перемещения; Vn — нормаль-
ная компонента скорости движения частиц на линии разрыва; G— нормальная
скорость движения линии разрыва; k— предел текучести материала на сдвиг. Ве-
личины E∗ и W∗ являются экспериментально определяемыми характеристиками
материала [4].

Для рассматриваемой схемы течения входящие в (3) величины определяются
следующими соотношениями:

[Vr] = v ·
√
2; Vn =

v√
2
; W =

W

k
; E1 =

W
2

4

(√
1 +

4

W
2 − 1

)
, (4)

где v— смещение берегов пластической зоны в единицу времени.
Очевидно, что в точке пересечения линий разрыва (т. O) величины W и E1

для разных линий определенным образом суммируется, вследствие чего в т. O
зарождается внутренняя трещина, которая будет распространяться вдоль оси Z
в обе стороны со скоростью a (см. рис. 1, б):

a = |G| ·
√
2; a = v

(
2

W
− 1

)
. (5)

Разрушение полосы произойдет при a+v = h
2 , когда внутренняя трещина вый-

дет на свободную поверхность. Составим уравнение равновесия для полосы, с уче-
том (5) получим:

P · h = 2k (h− 2(a+ v)) = σs

(
h− 4v

W∗

)
. (6)

Здесь P — усилие, растягивающее полосу, σs — предел текучести.
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Полученное уравнение используем в качестве граничных условий для задачи о
бесконечной пластине (рис. 2) толщиной h с центральной трещиной длиной 2l, рас-
тягиваемой на бесконечности усилиями (сечению A−A соответствует рис. 1, б).

Рис. 2. Бесконечная пластина со сквозной трещиной

В пластических зонах длиной c − l реализуется рассмотренное выше течение
по схеме Прагера и справедливо уравнение (6):

p(x) = σs

(
1− 4v(x)

hW∗

)
. (7)

Отметим, что в КРТ-модели вместо (7) используется условие p(x) = σs. Таким
образом, в рассматриваемой задаче на части контура, соответствующего пласти-
ческим зонам, задается не распределение усилий, а связь между напряжениями
и смещениями.

Предельное состояние пластины с трещиной определяется согласно КРТ-кри-
терию при условии достижения раскрытием трещины в ее вершине критического
значения:

v(l) > v∗. (8)

Очевидно, совершенно логичной будет выглядеть увязка этого условия с мо-
ментом выхода внутренней трещины на свободные поверхности. Исходя из этого,
можно определить связь между КРТ-критерием и энергетическим критерием (2):

v(l) =
W∗ · h

4
. (9)

С другой стороны, условие (9) представляет собой теоретическую зависимость
между критическим раскрытием трещины и толщиной материала. Ее характер
качественно совпадает с характером имеющихся экспериментальных данных.

Решение упругой задачи с граничными условиями (7) будем искать путем су-
перпозиции двух решений, первое из которых — это однородное растяжение пла-
стины без трещины, второе – решение для трещины с приложенными на ее бере-
гах напряжениями, исчезающими на бесконечности. Поскольку первое решение не
даст вклада в концентрацию напряжений, рассмотрим только второе состояние,
для которого запишем следующие граничные условия:
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p(x) =






−P, |x| 6 l,

−P + σs

(
1− 4v(x)

W∗ · h

)
, l 6 |x| 6 c;

v(x, 0) = 0, |x| > c.

(10)

Здесь v(x)— смещение берегов трещины и пластических зон.
В полученной задаче на оси x касательные напряжения σxy = 0. В этом слу-

чае напряжения и перемещения могут быть выражены через одну аналитическую
функцию комплексного переменного по формулам Колосова—Мусхелишвили [5].
Не останавливаясь на подробностях ее отыскания [6; 7], сразу выпишем решение
в наиболее удобном для дальнейшего исследования виде:

v(x) =
1

πE

c∫

−c

p(ξ)(c, x, ξ)dξ, |x| 6 c;

σ(x) =
1

2π
√
x2 − c2

c∫

−c

p(ξ)
√
c2 − ξ2

x− ξ
dξ, |x| 6 c.

(11)

Подставим граничные условия (10) в первое уравнение (11) и после некото-
рых преобразований получим неоднородное уравнение Фредгольма второго рода
относительно смещений берегов трещины v(x):

v(x)− λ
2

h




−l∫

−c

+

c∫

l



 v(ξ)Γ(c, x, ξ)dξ = fa(x). (12)

Здесь

Γ(c, x, ξ) = ln
c2 − x · ξ −

√
(c2 − x2)(c2 − ξ2)

c2 − x · ξ +
√
(c2 − x2)(c2 − ξ2)

, λ =
2σs

πEW∗
, (13)

fa(x) =
σs
π · E



 P

σs

c∫

−c

Γ(c, x, ξ)dξ −




−l∫

−c

+

c∫

l



Γ(c, x, ξ)dξ



 .

К уравнению (12) для определения величины ”c” необходимо присоединить
условие плавности смыкания берегов пластических зон или эквивалентное условие
конечности напряжений:

lim
x→c

v′(x) = 0. (14)

Полученное неоднородное интегральное уравнение (12) с ядром, обладающим
логарифмической особенностью, согласно теореме Фредгольма имеет решение при
любой правой части f(x), поскольку соответствующее однородное уравнение не
имеет решений, отличных от тривиального нулевого. Действительно, равенство
нулю правой части (12) означает отсутствие внешних сил, действующих на кон-
тур трещины, что сразу же позволяет сделать вывод о справедливости тождества
v(x) ≡ 0.

Таким образом, согласно теории интегральных уравнений, решение (12) можно
представить в виде ряда:

v(x) = v0(x) + λv1(x) + λ2v2(x) + . . . . (15)
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Этот ряд будет сходящимся при достаточно малом λ поэтому необходимо сде-
лать оценку величины этого параметра. В выражении (13) для большинства ме-
таллов справедлива оценка 0, 001 6 σs

E 6 0, 01, причем нижняя граница соответ-
ствует пластичным материалам, верхняя более хрупким.

Имеющиеся экспериментальные значения W∗ находятся в пределах 0, 3 6W∗ 6

6 2 [3]. Здесь нижняя граница соответствует более хрупким материалам, верх-
няя — идеально пластичным. Комбинируя эти оценки, можно получить средневзве-
шенное значение λ для основных конструкционных металлов: λcp ∼= 0, 003.

Полученный порядок малости величины λ позволяет сделать вывод о сходимо-
сти ряда (15) и, следовательно, о возможности нахождения решения уравнения
(12) в виде (15).

Следует отметить, что точным условием сходимости (15) является нормируе-
мость ядра:




−l∫

−c

+

c∫

l



 |Γ(c, x, ξ)|2 dξ 6 A, (16)

которую можно доказать непосредственным интегрированием. Здесь A— ограни-
ченная постоянная.

Подставив ряд (15) в уравнение (12) и приравняв коэффициенты при одина-
ковых степенях λ, получим реккурентные соотношения:

vi(x) =
2
h

(
−l∫
−c

+
c∫

l

)
Γ(c, x, ξ)vi−1(ξ)dξ, i = 1, 2, . . . ,

v0(x) = f(x), |x| 6 c.

(17)

Принимая во внимание, что λ ≈ 10−5, для дальнейшего исследования ограни-
чимся двумя членами ряда (15) и запишем решение уравнения в виде:

vi(x) = f(x) + λ
2

h




−l∫

−c

+

c∫

l



 f(ξ)Γ(c, x, ξ)dξ, i = 1, 2, . . . ;

f(x) =
σs
πE

{
2
√
c2 − x2

(
π
P

σs
+ 2arccos

l

c

)
−

− l − c

c
Γ(c, x, l)− l + x

c
Γ(c, x,−l)

}
;

lim
x→c

v′(x) = 0.

(18)

Отметим, что нулевое приближение этого решения v0(x) = f(x) совпадает с
решением КРТ-модели.

Таким образом, получено решение краевой задачи (10) в квадратурах, пригод-
ное после регуляризации для численного анализа. В качестве иллюстрации чис-
ленных результатов на рис. 3 представлена в изометрическом изображении схема
деформирования пластической зоны, в момент выхода внутренней трещины на
свободные боковые поверхности.

Результаты решения данной задачи получили развитие в работах [8; 9], где
были проведены исследования предельных состояний тонкостенных пластин с по-
верхностной трещиной постоянной и переменной глубины соответственно.
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Рис. 3. Схема деформирования пластической зоны у вершины трещины

Механизм перехода от решения задач о тонкостенных пластинах с поверхност-
ными трещиновидными дефектами к задачам о тонкостенных оболочках рассмот-
рен в работе [10].
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THIN-WALLED STRUCTURES DESTRUCTION
AND LOCATION STRAIN ON CHART RIGID-CURRENT

c⃝ 2014 A.S. Yakovlev2

In this article the model of fracture of thin plates with cracks, which is a con-
tinuation and generalization of rocket fuel components model (Leonov-Panasyuk-
Dugdale) and based on the idea of plastic zone at the crack tip as the areas
in which deformations occur on a rigid scheme of Prager flow.

Key words: rigid-plastic stream, thin-walled plate, crack, model of Leonov
Panasyuk-Dugdale, plastic deformation, volume density of energy dissipation,
Fredholm equation, method of ”small parameter”.
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