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МАТЕМАТИКА

УДК 519.946

Э.И. Абдурагимов1

СУЩЕСТВОВАНИЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО

НЕЛИНЕЙНОГО ОДУ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

В работе получены достаточные условия существования, по крайней ме-
ре, одного положительного решения двухточечной краевой задачи для од-
ного класса сильно нелинейных дифференциальных уравнений четвертого
порядка. Задача расмотрена на отрезке [0,1] (болеее общий случай отрез-
ка [0, a] сводится к рассмотренному). На концах отрезка само решение y
и его вторая производная y′′ равны нулю. Правая часть уравнения f(x, y)
не отрицательна при x > 0 и при всех y. Выполнение достаточных условий
существования легко проверяется. В доказательстве существования использу-
ется теория конусов в банаховом пространстве. Получены также априорные
оценки положительного решения, которые можно использовать в дальней-
шем при численном построении решения.

Ключевые слова: положительное решение, двухточечная краевая зада-
ча, нелинейное дифференциальное уравнение, существование.

Введение

В работе продолжаются исследования автора [1; 2] относительно положитель-
ных решений краевых задач для нелинейных уравнений четвертого порядка с
сильной нелинейностью. Аналогичные исследования проводились в работах [3–10]
и других.

Расмотрим на отрезке [0,1] двухточечную краевую задачу:

y(4) = f(x, y), 0 < x < 1, (1)

y(0) = y′′(0) = y(1) = y′′(1) = 0, (2)

где f(x, z) — непрерывная и неотрицательная при x ∈ [0, 1] и z > 0 функция.
Предположим, что f(x, z) удовлетворяет условиям

a(x)φ1(z) 6 f(x, z) 6 b(x)φ2(z), (3)
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где a(x) и b(x) — непрерывные, неотрицательные при x ∈ [0, 1] функции, причем
a(x) 6 b(x), a(x) ̸≡ 0 , а функции φ1(z), φ2(z),

φ2(z)
z предполагаются непрерыв-

ными, неотрицательными и монотонно возрастающими от 0 до +∞ при z > 0.
Предположим еще, что существуют числа c0 > 0 и α > 0 такие, что

φ1(z) > c0z
α+1, z > 0. (4)

Очевидно, y(x) ≡ 0 — тривиальное решение этой задачи. Под положитель-
ным решением этой задачи понимается функция y ∈ C4[0, 1], удовлетворяющая
уравнению (1), краевым условиям (2) и положительная при x ∈ (0, 1).

В данной работе доказывается существование, по крайней мере, одного положи-
тельного решения задачи (1), (2) и получены априорные оценки положительного
решения.

1. Вспомогательные понятия и предложения

Приведем некоторые определения и предложения из [11], необходимые в даль-
нейшем.

Определение 1 ([11, c. 256]). Замкнутое выпуклое множество K банахова
пространства E называется конусом, если из x ∈ K и x ̸≡ 0 вытекает, что
αx ∈ K при α > 0 и αx∈K при α < 0.

Каждый конус K определяет в банаховом пространстве E полуупорядочен-
ность: пишут x ≺ y или y ≻ x, если y − x ∈ K.

Определение 2 ([11, с. 259]). Нелинейный оператор A называется положи-
тельным на множестве M банахова пространства E, если AM ⊂ K, где K —
конус в E.

Пусть r1, r2− положительные числа. Обозначим K(0, r1) = {x ∈ K : ||x|| 6 r1},
K(r2,∞) = {x ∈ K : ||x|| > r2}.

Определение 3 ([11, c. 362]). Пусть существуют такие положительные
числа r1 и r2, что Ax≻x при x ∈ K(0, r1)(x ̸= 0) и Ax≺x при x ∈ K(r2,∞), тогда
будем называть оператор A растяжением конуса K. Аналогично A является
сжатием конуса K, если Ax≺x при x ∈ K(0, r1)(x ̸= 0) и Ax≻x при x ∈ K(r2,∞).

Теорема 1 ([11, c. 362–363]). Пусть положительный вполне непрерывный
оператор A является растяжением или сжатием конуса K. Тогда A имеет в
конусе K, по крайней мере, одну ненулевую неподвижную точку.

2. Существование положительного решения

Задачу (1), (2) можно записать в виде

y′′ = u, 0 < x < 1, (5)

y(0) = y(1) = 0, (6)

u′′ = f(x, y), 0 < x < 1, (7)

u(0) = u(1) = 0. (8)

С помощью функции Грина

G(x, t) =

{
x(1− t), если 0 6 x 6 t,
t(1− x), если t 6 x 6 1



Существование положительного решения двухточечной краевой задачи... 11

для оператора − d2

dx2 с краевыми условиями (8) задачу (1), (2) можно записать в
эквивалентной в C4[0, 1] форме

y(x) =

1∫
0

K(x, t)f(t, y(t))dt, (9)

где

K(x, t) =

1∫
0

G(x, s)G(s, t)ds. (10)

Так как f(x, y) > 0, то из (7), (8) следует, что u(x) 6 0 при x ∈ [0, 1]. Тогда
из (5), (6) следует, что y′′ 6 0 и y(x) > 0 при x ∈ [0, 1], т. е. y(x)− непрерывная,
неотрицательная и выпуклая вверх функция.

Интегральное уравнение (9) запишем в виде

y = Ay, (11)

где

Ay(x) =

∫ 1

0

K(x, t)f(t, y(t))dt.

Обозначим через K конус непрерывных, неотрицательных и выпуклых вверх
функций w(x) на [0, 1] таких, что w(0) = w′′(0) = w(1) = w′′(1) = 0. Для эле-
ментов u, v ∈ K под u ≺ v(u ≻ v) будем подразумевать u(x) 6 v(x) при x ∈ [0, 1]
(u(x) > v(x) при x ∈ [0, 1]), причем u(x) ̸≡ v(x).

Пусть d(x) — расстояние от точки x до границы отрезка [0, 1],
d(x) = min(x, 1− x). Легко видеть, что

G(x, t) > d(x)d(t). (12)

Тогда

K(x, t) =

∫ 1

0

G(x, s)G(s, t)ds > d(x)d(t)

∫ 1

0

d2(s)ds =
d(x)d(t)

12
. (13)

Очевидно, K(x, t) — непрерывная, неотрицательная и выпуклая вверх функция.
Тогда v(x) =

∫ 1

0
K(x, t)f(t, y(t))dt также непрерывная, неотрицательная и выпук-

лая вверх функция. Кроме того, v(0) = v′′(0) = v(1) = v′′(1) = 0. Следовательно,
оператор A положительный.

Покажем, что A растягивает конус K. В самом деле, пусть r1 — некоторое
положительное число (его значение будет уточнено ниже). Пусть y ∈ K(0, r1), т. е.
||y|| 6 r1. В силу (3) и монотонного возрастания φ2(t) и φ2(t)

t имеем

Ay(x) =

∫ 1

0

K(x, t)f(t, y(t))dt 6 φ2(||y||)
∫ 1

0

K(x, t)b(t)dt 6

6 b0φ2(||y||)
∫ 1

0

K(x, t)dt = b0
φ2(||y||)
||y||

||y||
∫ 1

0

K(x, t)dt 6

6 b0
φ2(r1
r1

||y||
∫ 1

0

K(x, t)dt, (14)

где
b0 = max

06x61
b(x).
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Легко проверить, что для непрерывной, неотрицательной и выпуклой вверх на
[0,1] функции w(x) справедливо неравенство

w(x) > ||w||d(x), (15)

где ∥w∥ = max
06x61

w(x). А так как y(x)− непрерывная, неотрицательная и выпуклая

вверх функция, то в силу (15) ||y|| 6 2y( 12 ). Тогда из (14) получим

Ay(x) 6 2b0
φ2(r1)

r1
y(

1

2
)

∫ 1

0

K(x, t)dt. (16)

Функция v(x) =
∫ 1

0
K(x, t)dt является решением краевой задачи

vIV = 1,

v(0) = v(1) = v′′(0) = v′′(1) = 0

и имеет вид

v(x) =
x4 − 2x3 + x

24
.

Легко проверить, что v(x) 6 v(1/2) = 5
384 . Поэтому из (16) следует, что

Ay(
1

2
) 6 2b0

φ2(r1)

r1

5

384
y(

1

2
) =

5

192

φ2(r1)

r1
y(

1

2
). (17)

В качестве r1 возьмем единственный (в силу монотонного возрастания функции
φ2(t)
t ) корень уравнения

φ2(t)

t
=

96

5
. (18)

Тогда из (17) следует

Ay(
1

2
) < y(

1

2
).

Следовательно, Ay≻y при y ∈ K(0, r1), где r1 — корень уравнения (18).
Пусть теперь r2 — некоторое положительное число (его значение будет уточ-

нено ниже). Пусть y ∈ K(r2,∞). В силу (12), (4) и (15) имеем

Ay(x) > d(x)

12

∫ 1

0

d(t)a(t)φ1(y(t))dt >
c0
12
d(x)

∫ 1

0

d(t)a(t) (y(t))
α+1

dt >

> c0
12
d(x)||y||α+1

∫ 1

0

d(t)α+2a(t)dt > c0c1
12

d(x)||y||αy(x), (19)

где c1 =
∫ 1

0
d(t)

α+2
a(t)dt. Отсюда при x = 1

2 для y ∈ K(r2,∞) имеем

Ay(
1

2
) > c0c1

24
rα2 y(

1

2
). (20)

Пусть t0 =
(

24
c0c1

) 1
α

. Возьмем r2 > max(t0, r1). Тогда из (20) следует

Ay(
1

2
) > y(

1

2
).

Следовательно, Ay≺y при y ∈ K(r2,∞).
Таким образом, показано, что существуют положительные числа r1 и r2, что

Ay≻y при y ∈ K(0, r1), и Ay≺y при y ∈ K(r2,∞). Следовательно, положительный
оператор A растягивает конус K. Вполне непрерывность оператора A очевидна.
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Тогда по теореме 1 уравнение (9) имеет, по крайней мере, одно ненулевое решение
y(x). Из (9) в силу (3) следует, что решение y(x) положительно при x ∈ (0, 1).
В силу полученных выше оценок нетрудно убедиться, что y ∈ C4[0, 1]. Доказана

Теорема 2. Пусть f(x, y)− непрерывная по обоим аргументам функция при
x ∈ [0, 1] и y > 0, удовлетворяет условию (3), в котором функции φ1(t), φ2(t),

φ2(t
t

непрерывные, неотрицательные и возрастающие от 0 до ∞ при t ∈ [0, 1], а φ1(t)
удовлетворяет условию (4). Тогда существует, по крайней мере, одно положи-
тельное решение задачи (1), (2).

Замечание. Очевидно, отрезок [0,1] в теореме 2 можно заменить на про-
извольный отрезок [0, x0] c x0 > 0.

3. Априорные оценки положительного решения
Получим априорные оценки положительного решения задачи (1), (2). Их мож-

но использовать в дальнейшем для построения положительного решения задачи
(1), (2) численными методами. Положительное решение задачи (1), (2) удовлетво-
ряет интегральному уравнению (9). Тогда, пользуясь неравенством (19), для него
имеем

y(x) > c0c1
12

d(x)∥y∥α+1,

где c1 =
∫ 1

0
(d(t))α+2a(t)dt. Отсюда получаем априорную оценку

∥y∥ 6
(

24

c0c1

) 1
α

≡M0. (21)

С помощью функции Грина G(x, t) решение задачи (7), (8) можно записать в
виде

u(x) = −
∫ 1

0

G(x, t)f(t, y(t))dt. (22)

Так как G(x, t) > 0 при x, t ∈ [0, 1], то из (22) в силу (3) и возрастания φ2(z)
имеем

0 > u(x) > −
∫ 1

0

G(x, t)b0φ2(y(t))dt >

> −b0φ2(M0)

∫ 1

0

G(x, t)dt = −b0φ2(M0)
x− x2

2
> −b0

8
φ2(M0).

Следовательно,

∥y′′∥ = ∥u∥ 6 b0
8
φ2(M0) ≡M2, (23)

причем y′′(x) 6 0 при x ∈ [0, 1].
Из (9) следует, что

y′(0) =

∫ 1

0

∂K(0, t)

∂x
f(t, y(t))dt, (24)

а из (10) имеем

∂K(x, t)

∂x
=

∫ 1

0

∂G(s, t)

∂x
G(s, t)ds =

∫ x

0

(−t)G(s, t)ds+
∫ 1

x

(1− t)G(s, t)ds.

Следовательно,
∂K(0, t)

∂x
= (1− t)

∫ 1

0

G(s, t)ds <
1− t

8
.
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Тогда из (24) в силу (3) и возрастания φ2(z) имеем

0 6 y′(0) 6 1

8

∫ 1

0

(1− t)f(t, y(t))dt 6 b0φ2(M0)

16
. (25)

Так как y(4) = u′′ = f(x, y), то в силу возрастания φ2(z)

∥y(4)∥ 6 b0φ(M0) ≡M4. (26)

Из (23) следует, что

y′′′(x) = u′(x) = −
∫ 1

0

∂G(x, t)

∂x
f(t, y(t))dt.

Следовательно,

0 > y′′′(0) = −
∫ 1

0

∂G(0, t)

∂x
f(t, y(t))dt = −

∫ 1

0

(1− t)f(t, y(t))dt.

Отсюда в силу (3) и возрастания φ2(z) имеем

0 > y′′′(0) > −b0
2
φ2(M0). (27)

В силу (23) и (25)

y′(1) = y′(0) +

∫ 1

0

y′′(t)dt > b0φ2(M0)

16
− b0φ2(M0)

8
= −b0φ2(M0)

16
.

Следовательно,

|y′(x)| 6 b0φ2(M0)

16
≡M1. (28)

Так как y(4) = u′′(x) = f(x, y(x)) > 0 при x ∈ [0, 1], то y′′′(0) 6 y′′′(x) 6 y′′′(1).
Тогда, интегрируя уравнение (1) от 0 до 1 и пользуясь (26), получим

y′′′(1) = y′′′(0) +

∫ 1

0

y(4)(x)dx 6 b0φ2(M0).

Следовательно, в силу (27)
∥y′′′∥ 6 b0φ2(M0). (29)

Таким образом, справедлива
Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 для положительного реше-

ния задачи (1), (2) справедливы оценки

∥y(i)∥ 6Mi, i = 0, 1, 2, 3, 4,

где Mi определены равенствами (21), (23), (28), (29), (26) соответственно,
и оценки

0 6 y′(0) 6 b0φ2(M0)

16
,

−b0φ2(M0)

2
6 y′′′(0) 6 0.
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Заключение
Доказано, что двухточечная краевая задача

y(4) = f(x, y), 0 < x < 1,

y(0) = y′′(0) = y(1) = y′′(1) = 0

имеет, по крайней мере, одно положительное решение, если функция f(x, y) непре-
рывна, неотрицательна при x ∈ [0, 1] и y > 0 и удовлетворяет условиям (3), (4).
Кроме того, получены априорные оценки положительного решения.
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E.I. Abduragimov2

EXISTENCE OF POSITIVE SOLUTION OF TWO-POINT
BOUNDARY PROBLEM FOR ONE NONLINEAR ODE

OF THE FOURTH ORDER

In the work sufficient conditions for existence at least one positive solution
of two-point boundary problem for one class of strongly nonlinear differential
equations of the fourth order are received. The problem is considered on a
segment [0,1] (more general case of segment[0, a] is reduced to considered). On
the ends of a segment the solution of y and its second derivative of y′′ are
equal to zero. Right part of an equation f(x, y) isn’t negative at x > 0 and
at all y. Performance of sufficient conditions is easily checked. Performance of
these conditions is easily checked. In the proof of existence the theory of cones
in banach space is used. Also apriori estimates of positive solution, which is
possible to use further at numerical construction of the solution are obtained.

Key words: positive solution,two-point boundary problem, nonlinear differ-
ential equation, existence.
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