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ВРЕМЕННАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ФУНКЦИИ РАЗМЫТИЯ
ТОЧКИ ЧЕТЫРЕХВОЛНОВОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ
В ВОЛНОВОДЕ С ТЕПЛОВОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Проанализировано изменение во времени качества обращения волнового
фронта четырехволновым преобразователем излучения на тепловой нелиней-
ности в волноводе. Исследовано влияние на характер временной зависимо-
сти параметров волновода модовой структуры волн накачки. Показано, что
увеличение номера одномодовых волн накачки приводит к уменьшению раз-
ности ширины функции размытия точки в стационарном значении и в на-
чальный момент времени.
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Введение

Возможность получения больших коэффициентов преобразования за счет уве-
личения интенсивности волн накачки, длины взаимодействия обуславливает инте-
рес к изучению четырехволновых преобразователей излучения в оптических вол-
новодах с целью использования их в системах адаптивной оптики, квантовой крип-
тографии, для сверхскоростной оптической обработки сигналов и т. д. [1–3].

Практическое использование таких преобразователей в системах коррекции фа-
зовых искажений, системах обработки изображения в реальном масштабе времени
требует знания соответствия между пространственно-временными характеристика-
ми взаимодействующих волн. В приближении заданного поля по волнам накачки
одним из наиболее распространенных методов оценки качества преобразования
изображения (качества обращения волнового фронта (ОВФ)) при четырехволно-
вом взаимодействии является метод, основанный на построении и анализе функ-
ции размытия точки (ФРТ) такого преобразователя [4–5].

В средах с тепловой нелинейностью четырехволновое взаимодействие привле-
кает внимание возможностью получения волны с ОВФ в среднем ИК-диапазоне
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длин волн [6–8]. В работах [9–10] для стационарного случая с использованием ме-
тода ФРТ проанализировано качество обращения волнового фронта четырехволно-
вым преобразователем излучения на тепловой нелинейности в волноводах с пара-
болическим профилем показателя преломления, с бесконечно проводящими стен-
ками.

В настоящей статье анализируются временная зависимость ФРТ четырехвол-
нового преобразователя в оптическом волноводе с тепловой нелинейностью, влия-
ние на характер временной зависимости параметров волновода пространственной
структуры волн накачки.

1. Вывод выражения для ФРТ

Пусть в двумерном волноводе с тепловой нелинейностью, расположенном меж-
ду плоскостями z = 0 и z = L, распространяются навстречу друг другу две волны
накачки с комплексными амплитудами A1 и A2 и сигнальная волна с амплитудой
A3. В результате вырожденного четырехволнового взаимодействия ω+ ω− ω = ω
генерируется объектная волна с комплексной амплитудой A4.

В приближении заданного поля по волнам накачки при малом коэффициенте
отражения такое взаимодействие описывается системой уравнений

(∇2 + k2 +
2k2

n0

dn

dT
δT0 − 2ikα)Am = 0,m = 1÷ 3,

(∇2 + k2 +
2k2

n0

dn

dT
δT0 − 2ikα)A4 +

2k2

n0

dn

dT
δT31A2 = 0. (1)

Здесь n0 — среднее значение показателя преломления, k = ωn0/c – волновое чис-
ло, α — коэффициент поглощения, δT0 — изменение температуры, связанное с рас-
пространением в поглощающей среде волн накачки, а δT31 — изменение темпера-
туры, обусловленное интерференцией первой волны накачки с сигнальной волной.

Величины изменений температуры находятся из уравнений [10]

∂δT0
∂t

= Λ∇2δT0 +
αI0
cpν

, (2)

∂δT31
∂t

= Λ∇2δT31 +
αÃ1Ã

∗
3

cpν
. (3)

Здесь Λ — температуропроводность, cp — теплоемкость, ν — плотность вещества.
I0 = A1A

∗
1 + A2A

∗
2. Не будем учитывать изменение показателя преломления за

счет самовоздействия волн накачки ( 2
n0

dn
dT δT0 ≪ 1).

Разложим взаимодействующие волны по модам волновода

Aj =
N∑
n=0

ajn(t, z)fn(x, z), j = 1÷ 4. (4)

Здесь fn(x, z) = f̃n(x)exp(∓iβnz) — n-я мода волновода; βn — постоянная распро-
странения n–й моды, N — число отсечки, ajn(t, z) — коэффициенты в разложении
амплитуд волн по модам волновода, знаки ”минус” и ”плюс” соответствуют рас-
пространению волны в направлении оси Z или в противоположном направлении.

Из системы уравнений (1) следует, что для волн накачки и сигнальной волны

a1n(t, z) = a1n(t, z = 0) = a01n(t),
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a2m(t, z) = a2m(t, z = L) = a02m(t), (5)

a3k(t, z) = a3k(t, z = 0) = a03k(t).

Изменение температуры, обусловленное интерференцией первой волны накачки
с сигнальной волной, представим следующим образом:

δT31(t, x, z) =
N∑
p=0

δTp(t, z)f̃p(x). (6)

Подставив (6) в (3) с учетом (4), получим

∂δTp
∂t

= Λ

[
∂2δTp
∂z2

+ δTp

∫
f̃p
d2f̃p
dx2

dx

]
+

α

cpν

N∑
n=0

N∑
k=0

a1na
∗
3kγn,k,pexp[−i(βn − β∗

k)z]. (7)

Здесь γn,k,p =
∫
f̃n(x)f̃

∗
k (x)f̃p(x)dx — интеграл перекрытия, характеризующий эф-

фективность взаимодействия трех мод волновода. При выводе уравнения (7) ис-
пользовалось условие ортонормированности мод волновода:

∫
fn(x)fm(x)dx = δnm,

где δnm — символ Кронекера. Для решения уравнения (7) необходимо задать как
вид мод волновода, так и граничные условия на изменение температуры на пе-
редней и задней гранях волновода.

Из (1), используя (4) и (6), получим уравнение, описывающее изменение ко-
эффициентов в разложении амплитуды объектной волны по модам волновода

iβl
∂a4l
∂z

=
k2

n0

dn

dT

N∑
m=0

N∑
p=0

a2mγl,p,mδTpexp[i(βm − βl)z]. (8)

С учетом граничного условия a4l(t, z = L) = 0 на передней грани волновода
коэффициенты в разложении амплитуды объектной волны по модам имеют вид

a4l(t, z = 0) =
ik2

βln0

dn

dT

N∑
m=0

N∑
p=0

γl,p,m

∫ L

0

a2m(t, z)δTp(t, z)exp[i(βm − βl)z]dz. (9)

Функция размытия точки на передней грани четырехволнового преобразова-
теля излучения на тепловой нелинейности в волноводе есть

G(t, x, x0, z = 0) =
ik2

n0

dn

dT

N∑
l=0

f̃l(x)

βl

N∑
m=0

N∑
p=0

γl,p,m×

×
∫ L

0

a02m(t)δTp(t, z)exp[i(βm − βl)z]dz, (10)

где δTp(t, z) находится из решения уравнения (7) при условии

a03k(t = 0) =

∫
f̃k(x)δ(x− x0)dx = f̃k(x0).
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2. Качество обращения волнового фронта
при четырехволновом взаимодействии
в волноводе с идеально проводящими
поверхностями

Рассмотрим волновод, ограниченный идеально проводящими поверхностями,
параллельными оси Z и расположенными на расстоянии 2a друг от друга. Для
такого волновода

f̃n(x) =
sin(qnx)√

a
,

βn = [k2 − 2ikα− q2n]
1
2 , (11)

qn =
π(n+ 1)

2a
.

Для мод, распространяющихся вблизи оси волновода qn ≪ k, постоянная рас-
пространения имеет вид

βn = k − iα− 1

2k

[
π(n+ 1)

2a

]2
.

С учетом (11) уравнение (7) можно записать следующим образом:

∂δTp
∂t

= Λ

[
∂2δTp
∂z2

− q2pδTp

]
+

α

cpν

N∑
n=0

N∑
k=0

a01n(t)a
0∗
3k(t)γn,k,pexp[−i(βn − β∗

k)z]. (12)

При условии неизменности температуры на гранях волновода δT31(t, x, z = 0) =
= δT31(t, x, z = L) = 0 решение уравнения (12) имеет вид

δTp(t, z) = − α

cpν

∞∑
s=0

sin

(
πs

L
z

)[ N∑
n=0

N∑
k=0

γn,k,p

∫ t

0

a01n(t1)a
0∗
3k(t1)exp[−ω2

sp(t− t1)]×

×
[
2

L

∫ L

0

exp[−i(βn − β∗
k)z1]sin

(
πs

L
z1

)
dz1

]
dt1

]
. (13)

Здесь ω2
sp = Λ

[
q2p + (πsL )2

]
.

Подставив (13) в (10), получим выражение, описывающее изменение во вре-
мени ФРТ четырехволнового преобразователя излучения в волноводе с идеально
проводящими стенками

G(t, x, x0, z = 0) = − iαk2

cpνn0

dn

dT

N∑
l=0

f̃l(x)

βl

N∑
m=0

N∑
p=0

a02m(t)γl,p,m×

×
∫ L

0

∞∑
s=0

sin

(
πs

L
z

)[ N∑
n=0

N∑
k=0

γn,k,p

∫ t

0

a01n(t1)a
0∗
3k(t1)exp[−ω2

sp(t−t1)]exp[−i(βm−βl)z]dz×
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×
[
2

L

∫ L

0

exp[−i(βn − β∗
k)z1]sin

(
πs

L
z1

)
dz1

]
dt1

]
. (14)

В случае одномодовых волн накачки при условии, что их амплитуды не зави-
сят от времени, выражение для функции размытия точки примет вид

G(t, x, x0, z = 0) = − 2iπ2αk2

cpνn0L3

dn

dT
a01na

0
2m

N∑
l=0

f̃l(x)

βl
×

×
N∑
k=0

N∑
p=0

∞∑
s=0

γl,p,mγn,k,pf̃k(x0)s
2

[
(−1)sexp[−i(βn − β∗

k)L]− 1

(πsL )2 − (βn − β∗
k)

2

]
×

×
[
(−1)sexp[i(βm − βl)L]− 1

(πsL )2 − (βm − βl)2

]
[1− exp(−ω2

spt)]

ω2
sp

. (15)

Выражения (14), (15) описывают временную динамику ФРТ четырехволнового
преобразователя на тепловой нелинейности в волноводе.

3. Обсуждение результатов

Рассмотрим ФРТ четырехволнового преобразователя излучения при условии,
что сигнальная волна распространяется от точечного источника, расположенного
на передней грани волновода в точке x0 = a. Такая волна возбуждает нулевую и
четные моды волновода. Предположим, что волны накачки одномодовые с равны-
ми номерами мод. Будем считать, что четырехволновое взаимодействие излучения
с длиной волны λ = 10, 6 мкм осуществляется в волноводе с поперечным разме-
ром a = 30 мкм, заполненном нелинейной средой (Λ = 75, 7 ·10−5 см2/c, n0 = 1, 46,
α = 1 см−1).

На рис 1, а, б, в, г приведены характерные графики нормированного модуля
ФРТ ( G̃ = G/Gmax, где Gmax = G(t, x = a, x0 = a, z = 0) ) в различные моменты
времени, полученные путем численного анализа выражения (15).

Максимальное значение ФРТ характеризует коэффициент отражения четы-
рехволнового преобразователя излучения, ширину центрального максимума моду-
ля ФРТ ∆x, определяемую из уравнения

G(t, x =
∆x

2
, x0 = a, z = 0) =

1

2
Gmax,

качество ОВФ.
С течением времени увеличивается как максимальное значение, так и ширина

центрального максимума ФРТ (рис. 2), достигая стационарного (установившегося)
значения ∆x∞ = ∆x(t → ∞). Качество ОВФ с течением времени, как и для
четырехволнового преобразователя излучения в неограниченной среде с тепловой
нелинейностью, ухудшается [11].

Введем начальный момент времени tn = 10−4ts, где ts — время, в течение
которого ширина центрального максимума модуля ФРТ достигает стационарного
значения.

C ростом номера одномодовых волн накачки разность между шириной цен-
трального максимума модуля ФРТ в стационарном случае и в начальный момент
времени ∆xn = ∆x(t = tn) уменьшается.
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Рис. 1. Нормированный модуль ФРТ в различные моменты времени: сплошная
линия t = 10−4 c, пунктирная линия t = 0, 1 c при L = 0, 1 см n = m = 0 (а),
n = m = 1 (б), n = m = 2 (в), n = m = 3 (г)

Временная динамика вида ФРТ определяется временной динамикой тепловых
решеток, записываемых в волноводе.

Амплитуда моды тепловой решетки δTp зависит от интеграла перекрытия, ко-
торый максимален, если p =| n∓k |= 0 (номер моды первой волны накачки равен
нулю или четный), p =| n∓k |= 1 (номер моды первой волны накачки нечетный).
При дифракции второй волны накачки на моде волновода с номером p = 0 (или
p = 1 ) и возникают моды объектной волны, дающие максимальный вклад в ФРТ.

При L≫ a время записи моды тепловой решетки tp связано с номером моды p
простым выражением

tp =
1

ωsp
=

2a

π(p+ 1)
√
Λ
.

Уменьшение номера моды тепловой решетки приводит к увеличению времени за-
писи этой моды. Таким образом, при одномодовых волнах накачки временная ди-
намика ФРТ определяется временем записи моды тепловой решетки с номером
p = 0, если номера мод волн накачки четные (t0 = 2a

π
√
Λ
), и номером p = 1, если

номера мод волн накачки нечетные (t1 = a
π
√
Λ
).
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Рис. 2. Временная зависимость ширины модуля ФРТ при L = 0, 1 см n = 0 (1),
n = 1 (2), n = 2 (3)

Если для стационарного режима четырехволнового взаимодействия вид ФРТ
определяется в основном видом интеграла перекрытия, длиной волновода, то в
начальный момент времени существенную роль в формировании ФРТ оказыва-
ют моды тепловой решетки высоких порядков, зависимость амплитуд которых
от времени определяется выражением

δTp = Λ

[
π(p+ 1)

2a

]2
t.

Это приводит к сужению в начальный момент времени центрального макси-
мума ФРТ, улучшению качества ОВФ.

Наличие мод тепловой решетки высоких порядков p > 2 обусловлено, прежде
всего, многомодовой структурой сигнальной волны, взаимодействующей с волной
накачки. Однако даже при взаимодействии одномодовых сигнальной волны и вол-
ны накачки в волноводе возбуждается несколько мод тепловой решетки. Объект-
ная волна является результатом дифракции второй волны накачки на тепловых
решетках.

При переходе от ”коротких” (L≪ ka2) к ”средним” (L ∼ ka2), а затем и ”длин-
ным” (L≫ ka2) волноводам уменьшается число мод тепловой решетки, участву-
ющих в формировании ФРТ, меняется соотношение между коэффициентами мод
волновода объектной волны и, как следствие этого, в начальный момент времени
с ростом длины волновода наблюдается уширение центрального максимума ФРТ,
уменьшается разность ∆ = ∆x∞−∆xn между шириной центрального максимума
ФРТ в стационарном случае и в начальный момент времени (рис. 3).

В длинных волноводах вид ФРТ в начальный момент времени и для стацио-
нарного режима четырехволнового взаимодействия совпадает.

Увеличение номера мод одномодовых волн накачки сужает ширину централь-
ного максимума ФРТ как в начальный момент времени, так и для стационарного
режима.

Заключение
Получено аналитическое выражение для ФРТ четырехволнового преобразова-

теля излучения в волноводе с тепловой нелинейностью, позволяющее проанали-
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Рис. 3. Зависимость разности между шириной центрального максимума ФРТ
в стационарном случае и в начальный момент времени от длины волновода при
n = 0

зировать временную зависимость качества обращения волнового фронта таким
преобразователем.

Показано, что с течением времени ширина модуля ФРТ увеличивается, выходя
на стационарное значение. Исследовано влияние на характер временной зависимо-
сти длины волновода, пространственной структуры волн накачки. С увеличением
длины волновода, номера одномодовых волн накачки разность между шириной
ФРТ в начальный момент времени и для стационарного значения уменьшается.
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E.V. Vorobieva, V.V. Ivakhnik, M.V. Luneva2

TIME DEPENDENCE OF THE POINT SPREAD
FUNCTION OF A FOUR-WAVE CONVERTER

IN A WAVEGUIDE WITH THERMAL NONLINEARITY

The time dependence of a quality of wave-front reversal has been analyzed at
four-wave interaction in a waveguide with thermal nonlinearity. The influence of
waveguide parameters and mode structure of pumping waves on time dependence
character has been investigated. It has been shown, that increases of number
of single-mode pumping waves lead to decreases of difference in point spread
function width in steady state and initial state.

Key words: point spread function, four-wave interaction, thermal nonlinear-
ity, waveguide, wave-front reversal.
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