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УРАВНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ КРИЗИСНЫХ ЯВЛЕНИЙ
ДЛЯ МНОГОФАКТОРНЫХ ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В публикуемой статье предложена математическая модель
динамического нелинейного поведения многофакторной эко-
номической системы, находящейся в кризисной ситуации.
Уравнения баланса этой системы описываются связанными
нелинейными дифференциальными уравнениями. Возникно-
вение и развитие кризиса экономической системы обусловле-
но критическими изменениями удельных скоростей роста фак-
торов производства. Результаты численного решения этих урав-
нений и анализ модели выполнен для экономической систе-
мы, образованной тремя факторами производства.
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Производство определенной номенклатуры продукции является целью и ре-
зультатом деятельности любой экономической системы (фирмы, холдинга, класте-
ра, отрасли и т.д.) . Объемы выпуска этой продукции сопровождаются использова-
нием ресурсов определенного вида, которые в самом общем случае удобно пред-

ставлять в виде n  – мерного вектора пространства 
nR  объемов факторов произ-

водства [1–7]

( )nQQQ ,,, 21 K=Q .

Компонентами этого вектора iQ , могут быть основной капитал, оборотный

капитал, финансовый капитал, трудовые ресурсы, привлекаемые в производство
материалы, технологии и инновации и т. д. Как правило, компоненты вектора

факторов производства iQ  выражаются в денежной форме.

Изменяемые во времени вектора Q  представляют собой некоторые временные

функции ( )tQQ ii = , которые предполагаются непрерывными и непрерывно диф-
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ференцируемыми нужно число раз. Единицами измерения переменной величины
t , в зависимости от рассматриваемой экономической ситуации, могут быть один
месяц, один квартал или один год.

Очевидно, что каждый компонент вектора Q  ограничен сверху своими пре-
дельными значениями

( ) ( )tQQQQQ itiiii
∞→

∞ =≤≤= lim0 0
.      (1)

Кроме того, значения компонентов в начальный момент времени рассматрива-
емого процесса 0=t  считаются известными

( )00
ii QQ = ,      (2)

тогда как предельные величины ∞
iQ подлежат вычислению.

Для математического моделирования рассматриваемого процесса конфигура-
цию используемых ресурсов удобно задавать в виде безразмерного вектора [8-10]

( )nqqq ,,, 21 K=q .

Здесь ( ) ( )
0
i

i
i Q

tQtq =  – относительные объемы факторов производства, для кото-

рых начальные значения равны единице.
Выпуск производственной продукции рассматриваемой экономической систе-

мы V  описывается многофакторной производственной функцией Кобба-Дугласа

∏
=

⋅=
n

s

a
s

sQPV
1

.      (3)

Здесь степенные показатели производственной функции ia  представляют со-

бой эластичности выпуска по соответствующему ресурсу, P  – стоимость продук-
ции произведенной на единичные объемы ресурсов.

Выпуск продукции производства экономической системы в начальный момент
времени равен

( )∏
=

⋅=
n

s

a
s

sQPV
1

0
0 .      (4)

Из формул (3) и (4) следует выражение производственной функции через отно-
сительные объемы факторов производства [11–13]

∏
=

⋅=
n

s

a
s

sqVV
1

0 .      (5)

Изменения объемов факторов производства ( )tQQ ii =  за некоторый малый

промежуток времени t∆  обусловлены его частичной амортизацией в процессе
производства

( ) ( ) ( ) ttQttA iii ∆⋅⋅⋅−= θα ,      (6)



Сараев А.Л.264

его частичным восстановлением за счет внутренних эндогенных инвестиций

( ) ( ) ( ) ttVttI ii ∆⋅⋅⋅= θβ ,      (7)

и его частичным восстановлением за счет внешней экзогенной поддержки в
виде государственных инвестиций в рассматриваемую экономическую систему

( ) ( ) ( ) ttGttG ii ∆⋅⋅⋅= θη .      (8)

Здесь iα  – доля выбывшего за единицу времени объема фактора производства

iQ , iβ  – норма накопления внутренних эндогенных инвестиций, приходящаяся

на объем фактора производства iQ , iη  – доля объема государственных инвести-

ций ( )tG , приходящаяся на объем фактора производства iQ , ( )tθ  – функция удель-

ной скорости изменения объемов факторов производства ( )( )10 ≤≤ tθ . Следует

отметить, что величины iη  не являются независимыми, а удовлетворяют условию

1
1

=∑
=

n

s
sη .

Поскольку любое изменение объемов факторов производства ( )tQQ ii =  будет

ограничено предельными возможностями выпуска продукции производства эко-
номической системы, то скорость их роста должна быть пропорциональна величи-
не, характеризующей замедление роста выпуска продукции. Таким образом, соотно-

шения для баланса изменений объемов факторов производства iQ  имеют вид

( ) t
V
VGVQQ iiiiii ∆⋅








−⋅⋅+⋅+⋅−⋅=∆

∞
1ηβαθ .

Здесь ∞V  – предельное значение выпуска продукции производства экономи-

ческой системы. Предельный переход при 0→∆t  дает систему нелинейных диф-
ференциальных уравнений

( ) 







−⋅⋅+⋅+⋅−⋅=

∞V
VGVQ

td
Qd

iiiii
i 1ηβαθ .      (9)

Подстановка в систему (9) функции (5) и исключение величины iQ  приводит к

системе нелинейных дифференциальных уравнений в безразмерной форме отно-

сительно величин iq

( ) ( )vgvq
td
qd

iiiiii
i ⋅−⋅⋅+⋅+⋅−⋅= ληµαθ 1 .    (10)

Здесь ∏
=

=
n

s

a
s

sqv
1

 – относительный объем выпуска продукции производства
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экономической системы, 0
0

i
ii Q

V
⋅= βµ , 0

i
i Q

Gg = , 
∞

=
V
V0λ .

Уравнения (10) образуют систему нормальных нелинейных связанных уравне-
ний первого порядка, а ее начальные условия имеют вид

( ) 10 0 == ii qq .    (11)

В общем случае нелинейная задача Коши (10), (11) может быть решена только
численно.

В случае однофакторной модели динамики выпуска продукции предприятия

( )1=n  система дифференциальных уравнений (10) сводится к одному уравне-

нию первого порядка

( ) ( )aa qgqq
td
qd

⋅−⋅⋅+⋅+⋅−⋅= ληµαθ 1 ,    (12)

с начальными условиями

( ) 10 0 == qq .    (13)

Уравнение (12) представляет собой обобщенную модель логистической дина-

мики. В частном случае при 0== gα  это уравнение сводится к уравнению М. -

Розенцвейга, при 0== gµ  оно сводится к уравнению П. Ферхюльста, при 0=µ
уравнение (12) описывает модель Ф. Басса  [13].

Формы логистических кривых (12) определяются видом функции ( )tθθ = . Эта

функция описывает удельную скорость роста фактора производства q . Если эта

скорость постоянна ( ) 1≡tθ , то кривая, построенная в соответствии с решением

уравнения  (12) является монотонно возрастающей. Если же функция скорости

( )tθθ =  не постоянна, то интегральная кривая для уравнения  (12) может опи-

сывать процессы смены технологий производства и кризисные явления динамики
экономической системы.

В жизненном цикле любого предприятия может наступить момент времени *tt = ,

когда применяемые в производстве технологии морально устаревают и фактичес-

ки останавливают рост выпуска продукции. При этом удельная скорость ( )tθθ =
роста падает до нуля. Внедрение новых и обновление прежних производственных
технологий, перевооружение и модернизация производства могут привести к рос-

ту этой функции. Если же удельная скорость ( )tθθ =  роста принимает отрица-

тельные значения, то наступает кризис системы, описываемой уравнением  (12).
Такой процесс замедления, провала и последующего восстановления экономи-

ческого роста выпуска продукции может быть описан уравнением

( ) ( )θ
σ

θ
−⋅−⋅= 11 *

2 tt
td

d
,    (14)
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с начальным условием ( ) ωθ −= 1*t . Решением уравнения (14) с таким началь-

ным условием является функция

( )
( )

2

2*

21 σωθ ⋅

−−
⋅−=

tt

et
.    (15)

Здесь ω  – максимальное значение глубины падения удельной скорости роста,
σ  – ширина временного интервала перестройки технологий производства или
кризиса экономической системы.

На рис. 1 построены кривые функции (15) для различных значений параметров ω .
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Рис. 1. Графики функции удельной скорости роста. Цифры у кривых – значения

параметра ω . Расчетные значения: ;5,3=σ  ;75,0;1,0 == µα  ;5;1,0 *0 == tq
1;25,0 == ga

На рис. 2 построены кривые функции (15) для различных значений параметров σ .
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Рис. 2. Графики функции удельной скорости роста. Цифры у кривых – значения

параметра σ . Расчетные значения: ;0,1=ω  ;75,0;1,0 == µα  ;5* =t  1;25,0 == ga

Форма кривой, описываемой уравнением (12) существенно зависит от значения
параметра ω . Так при значении 0=ω  кривая, построенная в соответствии с ре-

шением уравнения (12) является монотонно возрастающей, при значениях 10 << ω
кривая также является монотонно возрастающей и имеет только одну точку пере-

гиба в момент времени *tt = , при значении 1=ω  кривая имеет в момент времени
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*tt =  не только точку перегиба, но и точку так называемого минимакса, при зна-

чениях 1>ω  кривая динамического развития перестает быть монотонно возраста-
ющей и описывает процесс кризиса рассматриваемой экономической системы. На
рис. 3 изображены решения уравнения (12) для всех четырех вариантов динами-
ческого развития экономической системы.
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Рис. 3. Графики функции относительного объема фактора производства ( )tq . Цифры у

кривых – значения параметра ω . Расчетные значения: ;5,3=σ  ;5,0;1,0 == µα

;5;5.0 * == tλ  1;5,0 == ga

Для трехфакторной модели динамики выпуска продукции экономической сис-

темы 3=n  объем выпуска продукции определяется компонентами трехмерного

вектора пространства 3R
( ) ( )MLKQQQ ,,,, 321 ==Q .

Здесь K  – основной капитал (производственные фонды), L  – привлекаемые в

производство трудовые ресурсы, M  – используемые в производстве материалы и
технологии. Относительные объемы факторов производства образуют вектор

( ) ( )mlkqqq ,,,, 321 ==q .

Здесь – 
000

,,
M
Mm

L
Ll

K
Kk === . Система уравнений (10) принимает вид

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )













⋅−⋅⋅+⋅+⋅−⋅=

⋅−⋅⋅+⋅+⋅−⋅=

⋅−⋅⋅+⋅+⋅−⋅=

.1

,1

,1

vgvm
td
md

vgvl
td
ld

vgvk
td
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lllll
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ληµαθ

ληµαθ

ληµαθ

  

 (16)
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Здесь

0

0

0

0

0

0 ,,
M
V

L
V

K
V

mmllkk ⋅=⋅=⋅= βµβµβµ ,

,,,,
000

mlk aaa
mlk mlkv

M
Gg

L
Gg

K
Gg ====

mlk ααα ,,  – доля выбывших за год объемов факторов производства,

mlk βββ ,,  – нормы накопления объемов этих факторов производства.

Уравнения (16) образуют систему нормальных нелинейных связанных уравне-
ний первого порядка, а ее начальные условия имеют вид

( ) ( ) ( ) 1000 === mlk .    (17)

Поскольку формирование штатного расписания не всегда является экономи-
ческой задачей, то следует отметить, что выражение объема фактора трудовых ре-

сурсов L  в денежной форме напрямую не связано с численностью персонала рас-
сматриваемой экономической системы. Здесь не исключены варианты, в которых
увеличение фактора  может сопровождаться как уменьшением, так и увеличением
числа работников и наоборот [14; 15].

На рис. 4 представлены результаты численного решения задачи Коши (16), (17),
описывающие динамическое развитие рассматриваемой экономической системы

в условиях отсутствия кризиса 0=ω .
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Рис. 4. Графики функций относительных объемов факторов производства ( ) ( ) ( )tmtltk ,,
и относительного объема выпуска продукции ( )tv

На рис. 5 представлены результаты численного решения задачи Коши (16), (17),
описывающие динамическое развитие рассматриваемой экономической системы

в условиях незначительного кризиса 9,0=ω .
На рис. 6 представлены результаты численного решения задачи Коши (16), (17),

описывающие динамическое развитие рассматриваемой экономической системы

в условиях смены технологического уклада производства 0,1=ω .
На рис. 7 представлены результаты численного решения задачи Коши (16), (17),

описывающие динамическое развитие рассматриваемой экономической системы

в условиях кризисного развития 2,1=ω .
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Рис. 5.  Графики функций относительных
объемов факторов производства

( ) ( ) ( )tmtltk ,,  и относительного объема

выпуска продукции ( )tv
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Рис. 6.  Графики функций относительных
объемов факторов производства

( ) ( ) ( )tmtltk ,,  и относительного объема

выпуска продукции ( )tv
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Рис. 7.  Графики функций относительных объемов факторов производства ( ) ( ) ( )tmtltk ,,
и относительного объема выпуска продукции ( )tv

Расчетные данные всех параметров задачи приведены в таблице 1.
Таблица 1

Расчетные данные параметров задачи

100,0=kα  250,0=kµ  400,0=kη  500,0=ka  

020,0=lα  100,0=lµ  200,0=lη  450,0=la  

050,0=mα  150,0=mµ  400,0=mη  650,0=ma  

000,3=σ  000,1=g  500,0=λ  000,5* =t  

 Таким образом, в статье представлена математическая модель динамического
нелинейного поведения многофакторной экономической системы, находящейся в
кризисной ситуации.  Уравнения баланса этой системы описываются связанными
нелинейными дифференциальными уравнениями. Возникновение и развитие кри-
зиса экономической системы обусловлено критическими изменениями удельных
скоростей роста факторов производства.
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