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УДК 517.946

Н.С. Попов1

О РАЗРЕШИМОСТИ ПРОСТРАНСТВЕННО
НЕЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ
И ПСЕВДОГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В настоящей статье исследуются разрешимости пространственно нело-
кальных краевых задач для линейных одномерных псевдопараболических
и псевдогиперболических уравнений с постоянными коэффициентами, но с
общими нелокальными краевыми условиями А.А. Самарского и интеграль-
ными условиями с переменными коэффициентами. Доказательства теорем
существования и единственности регулярных решений проведены методом
Фурье. Исследование разрешимости в классах регулярных решений приво-
дит к изучению системы интегральных уравнений Вольтерры второго рода.
В частных случаях даются условия невырожденности полученных систем
интегральных уравнений в явном виде.

Ключевые слова: псевдопараболическое уравнение, псевдогиперболиче-
ское уравнение, пространство Соболева, начально-краевая задача, метод Фу-
рье, регулярное решение, интегральное уравнение Вольтерры.

Введение
Начало систематических исследований нелокальных краевых задач – задач на-

хождения периодических решений для эллиптических уравнений было положено
в статье А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [1].

Общие нелокальные краевые задачи с условиями интегрального вида для неко-
торых классов нестационарных уравнений общего вида изучались в работе [2].
Отметим также работы [3; 4] для уравнения теплопроводности с постоянными
коэффициентами, где методом Фурье были исследованы задачи с общими нело-
кальными краевыми условиями А.А. Самарского с постоянными коэффициентами.

Нелокальным задачам с интегральными граничными условиями для гипербо-
лических уравнений посвящены работы А.И. Кожанова и Л.С. Пулькиной [7; 8].
дифференциальных уравнений различных классов внесли монографии А.Л. Ску-
бачевского [9] и А.М. Нахушева [10; 11].

Таким образом, нелокальные краевые задачи, в частности задачи с интеграль-
ными условиями, представляют собой новый класс задач для уравнений с част-
ными производными. На этот класс не всегда напрямую переносятся методы, ис-

1 c⃝ Попов Н.С., 2015
Попов Николай Сергеевич (popovnserg@mail.ru), кафедра математического анализа, Северо-

Восточный федеральный университет, 677000, Российская Федерация, г. Якутск, ул. Белинско-
го, 58.



30 Н.С. Попов

пользованные ранее при исследовании локальных краевых задач. Актуальность
исследований, связанных с построением теории нелокальных краевых задач, объ-
ясняется как потребностями математики, так и потребностями математического
моделирования. Отметим также, что подобные задачи часто возникают при иссле-
довании разрешимости линейных и нелинейных обратных коэффициентных задач
для уравнений математической физики [12; 13].

В настоящей работе методом Фурье изучаются одномерные псевдопараболиче-
ские и псевдогиперболические уравнения с постоянными коэффициентами, но с
общими нелокальными краевыми условиями А.А. Самарского и интегральными
условиями с переменными коэффициентами.

1. Псевдопараболическое уравнение
Пусть Ω есть интервал (0, 1) оси Ox, Q есть прямоугольник Ω × (0, T ),

0 < T < +∞. В области Q рассматривается уравнение

ut − uxxt − αuxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1.1)

с нелокальными краевыми условиями

ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + α2(t)u(1, t) +
1∫
0

K1(x)u(x, t) dx,

ux(1, t) = β1(t)u(0, t) + β2(t)u(1, t) +
1∫
0

K2(x)u(x, t) dx,

(1.2)

где f(x, t), α1(t), α2(t), β1(t), β2(t), K1(x), K2(x) — заданные функции, опреде-
ленные при x ∈ Ω = [0, 1], t ∈ [0, T ], α — постоянная.

Краевая задача 1. Найти функцию u(x, t) являющуюся в прямоугольнике
Q решением уравнения (1.1), и такую, что для нее выполняются нелокальные
краевые условия (1.2), а также начальные условия

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (1.3)

При k > 1 введем обозначения

ai =
1

2

∫ 1

0

Ki(x)x
2 dx, bi =

∫ 1

0

Ki(x)x dx, ci =

∫ 1

0

Ki(x) dx, i = 1, 2,

(1 + π2k2)N1k(t) =
√
2α1(t) +

√
2(−1)kα2(t) +

√
2

1∫
0

K1(x) cos(πkx) dx,

(1 + π2k2)N2k(t) =
√
2β1(t) +

√
2(−1)kβ2(t) +

√
2

1∫
0

K2(x) cos(πkx) dx,

Ak =

√
2

π2k2
, Bk = (−1)k−1Ak,

p11(t) = b1 − a1 −
8

3
c1 −

13

6
α2(t)−

8

3
α1(t)− 1 +

∞∑
k=1

N1k(t)Ak,

p12(t) = a1 +
5

3
c1 +

13

6
α2(t) +

5

3
α1(t) +

∞∑
k=1

N1k(t)Bk,
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p21(t) = b2 − a2 −
8

3
c2 −

13

6
β2(t)−

8

3
β1(t) +

∞∑
k=1

N2k(t)Ak,

p22(t) = a2 +
5

3
c2 +

13

6
β2(t) +

5

3
β1(t)− 1 +

∞∑
k=1

N2k(t)Bk.

Введем матрицу

P1(t) =

(
p11(t) p12(t)
p21(t) p22(t)

)
.

Пусть V0 есть пространство:

V0 = {v(x, t) : v(x, t), vt(x, t), vxx(x, t), vxxt(x, t) ∈ L2(Q),
vx(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 1

2 (0, 1)},

норму в этом пространстве определим следующим образом:

∥v∥V0 = ∥v∥W 2,1
2 (Q) + ∥vxxt∥L2(Q) + ∥vx∥L∞(0,T ;W 1

2 (Ω)).

Теорема 1. Пусть выполняются условия

αi(t) ∈ C1([0, T ]), βi(t) ∈ C1([0, T ]), i = 1, 2 ;
Kp(x) ∈ C1(Ω), p = 1, 2;
det |P1(t)| ̸= 0, ∀t ∈ [0;T ],

(1.4)

f(x, t) ∈ L2(Q). (1.5)

Тогда существует единственная функция u(x, t) из пространства V0, являющаяся
в прямоугольнике Q решением краевой задачи 1.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную краевую задачу

u0t − u0xxt − αu0xx = f(x, t), (1.6)

и такую, что для нее выполняются условия

u0(x, 0) = 0, x ∈ Ω,
u0x(0, t) = u0x(1, t) = 0, 0 < t < T.

(1.7)

Краевая задача (1.6), (1.7) при выполнении условий (1.5) разрешима в простран-
стве V0 (см. [18; 19]).

Рассмотрим вспомогательную функцию V (x, t) = 1
2 [ψ(t) − φ(t)]x2 + φ(t)x, удо-

влетворяющую краевым условиям Vx(0, t) = φ(t), Vx(1, t) = ψ(t) с неизвестными
функциями φ(t), ψ(t).

Решение краевой задачи 1 будем искать в виде [2]

u(x, t) = u0(x, t) + V (x, t) + w(x, t),

где функцию w(x, t) будем подбирать таким образом, чтобы для u(x, t) выполня-
лось исходное уравнение (1.1).

Имеем wt − wxxt − αwxx = −Vt + Vxxt + αVxx или

wt − wxxt − αwxx =
= − 1

2 [ψ
′(t)− φ′(t)]x2 − φ′(t)x+ ψ′(t)− φ′(t) + α[ψ(t)− φ(t)] =

= φ′(t)
(

x2

2 − x− 1
)
− ψ′(t)

(
x2

2 − 1
)
+ α[ψ(t)− φ(t)] ≡ g(x, t).

Таким образом, рассматриваем уравнение

wt − wxxt − αwxx = g(x, t) (1.8)
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с однородными краевыми условиями

w(x, 0) = 0, x ∈ Ω,
wx(0, t) = wx(1, t) = 0.

(1.9)

Решение краевой задачи (1.8), (1.9) ищем методом Фурье в виде следующего
ряда:

w(x, t) =

∞∑
k=0

ck(t)ωk(x), (1.10)

где ωk(x) — решение спектральной задачи:

ω′′
k = λkωk, ω′

k(0) = ω′
k(1) = 0. (1.11)

Решение (1.11) имеет вид: ωk(x) =
√
2 cos(πkx), λk = −(πk)2.

Имеем

g(x, t) =
∞∑
k=0

gk(t)ωk(x),

где

Ak =

∫ 1

0

(
x2

2
− x− 1

)
ωk(x) dx, Bk = −

∫ 1

0

(
x2

2
− 1

)
ωk(x) dx,

A0 = −4
√
2

3
, B0 =

5
√
2

6
, C0 = α

√
2,

Ck = α

∫ 1

0

ωk(x) dx = 0 (k > 1),

g0(t) = A0φ
′(t) +B0ψ

′(t) + C0[ψ(t)− φ(t)],

gk(t) =

∫ 1

0

g(x, t)ωk(x) dx = Akφ
′(t) +Bkψ

′(t) (k > 1).

Тогда для определения коэффициентов ck(t) ряда (1.10) получим следующую кра-
евую задачу:

(1− λk)c
′
k(t)− αλkck(t) = gk(t),

ck(0) = 0.
(1.12)

Решение краевой задачи (1.12) можно найти явно

ck(t) =
epkt

1−λk

∫ t

0
e−pkτgk(τ) dτ =

= 1
1−λk

∫ t

0
e−pk(τ−t)[Akφ

′(τ) +Bkψ
′(τ)] dτ,

(1.13)

где pk = αλk

1−λk
.

Из равенства (1.13) при выполнении условий φ(0) = ψ(0) = 0, интегрируя по
частям, получим

ck(t) =
1

1− λk

∫ t

0

e−pk(τ−t)(Akφ
′(τ) +Bkψ

′(τ)) dτ =

=
1

1− λk

[
Akφ(t) +Bkψ(t) +

∫ t

0

e−pk(τ−t)(Akpkφ(τ) +Bkpkψ(τ)) dτ

]
,

где

Bk

1− λk
=

(−1)k−1Ak

1− λk
=

(−1)k−1
√
2

π2k2(1 + π2k2)
, Bkpk = (−1)k−1Akpk =

(−1)k
√
2α

1 + π2k2
.
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Отметим, что

√
2c0(t) =

√
2

∫ t

0

g0(τ) dτ = −8

3
φ(t) +

5

3
ψ(t) + 2α

t∫
0

[ψ(τ)− φ(τ)] dτ.

В силу сказанного выше, функция u(x, t) = u0(x, t) + V (x, t) + ω(x, t) является
решением краевой задачи

ut − uxxt − αuxx = f(x, t), (x, t) ∈ Q,
ux(0, t) = φ(t), ux(1, t) = ψ(t), t ∈ (0, T ),
u(x, 0) = 0 x ∈ Ω.

(1.14)

Подставляя решение u(x, t) в условия (1.2), получим систему интегральных урав-
нений Вольтерры относительно неизвестных функций φ(t), ψ(t):

P1(t)ϕ⃗(t) +

∫ t

0

G(t, τ)ϕ⃗(τ) dτ = F⃗ (t), ϕ⃗(t) = (φ(t), ψ(t)), (1.15)

где матрицы P1(t), G(t, τ) и правая часть F⃗ (t) находятся из следующих равенств:

φ(t) = α1(t)u(0, t) + α2(t)u(1, t) +
1∫
0

K1(x)u(x, t) dx =

= α1(t)[u0(0, t) +
√
2

∞∑
k=0

ck(t)]+

+α2(t)[u0(1, t) +
1
2 (ψ(t) + φ(t)) +

√
2

∞∑
k=0

(−1)kck(t)]+

+
1∫
0

K1(x)u0(x, t) dx+
1∫
0

K1(x)

[
x2

2 (ψ(t)− φ(t)) + φ(t)x

]
dx+

+
1∫
0

K1(x)[
∞∑
k=0

ck(t)ωk(x)] dx,

ψ(t) = β1(t)u(0, t) + β2(t)u(1, t) +
1∫
0

K2(x)u(x, t) dx =

= β1(t)[u0(0, t) +
√
2

∞∑
k=0

ck(t)]+

+β2(t)[u0(1, t) +
1
2 (ψ(t) + φ(t)) +

√
2

∞∑
k=0

(−1)kck(t)]+

+
1∫
0

K2(x)u0(x, t) dx+
1∫
0

K2(x)

[
x2

2 (ψ(t)− φ(t)) + φ(t)x

]
dx+

+
1∫
0

K2(x)[
∞∑
k=0

ck(t)ωk(x)] dx.

(1.16)

Введем обозначения

m11(t) =
∞∑
k=1

pkAkN1k(t), m12(t) =
∞∑
k=1

pkBkN1k(t),

m21(t) =
∞∑
k=1

pkAkN2k(t), m22(t) =
∞∑
k=1

pkBkN2k(t),

m1(t) = 2α(α2(t) + α1(t) + c1), m2(t) = 2α(β2(t) + β1(t) + c2),

−F1(t) = α1(t)u0(0, t) + α2(t)u0(1, t) +

1∫
0

K1(x)u0(x, t) dx,
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−F2(t) = β1(t)u0(0, t) + β2(t)u0(1, t) +

1∫
0

K2(x)u0(x, t) dx,

G(t, τ) =

(
m11(t) m12(t)
m21(t) m22(t)

)
e−pk(τ−t) +

(
−m1(t) m1(t)
−m2(t) m2(t)

)
=

=M(t)e−pk(τ−t) +m(t), F⃗ (t) = (F1(t), F2(t)).

Отметим, что в силу явных формул для Ak, Bk очевидно, что ряды
∞∑
k=0

Nik(t)Ak,
∞∑
k=0

Nik(t)Bk,
∞∑
k=0

Nik(t)Akpk,
∞∑
k=0

Nik(t)Bkpk, i = 1, 2

являются сходящимися, причем абсолютно.
Систему (1.15) при условии (1.4) можно переписать в виде

ϕ⃗(t) + P−1
1 (t)

∫ t

0

[M(t)e−pk(τ−t) +m(t)]ϕ⃗(τ) dτ = P−1
1 (t)F⃗ (t), (1.17)

где

P−1
1 (t)[M(t)e−pk(τ−t) +m(t)] =M(τ, t) =

(
m11(τ, t) m12(τ, t)
m21(τ, t) m22(τ, t)

)
.

Разрешимость системы (1.17) относительно неизвестных φ(t), ψ(t) следует из об-
щей теории. В самом деле, в ядро системы (1.17) можно ввести параметр λ ∈ [0, 1]

M(τ, t, λ) =

(
m11(τ, t) λm12(τ, t)
λm21(τ, t) m22(τ, t)

)
.

Тогда при λ = 0 система (1.17) распадается относительно неизвестных φ(t), ψ(t),
разрешимость которых следует из общей теории [14]. Согласно очевидной оценке

∥ϕ⃗(t)∥L2 6 C2,

нетрудно показать регулярную разрешимость интегрального уравнения при λ = 1.
Теорема доказана.

Замечание 1. Аналогично можно исследовать пространственно нелокальные
краевые задачи, рассмотренные в работах [15; 16].

Замечание 2. Рассмотрим случай, когда определитель матрицы P1(t) может
обращаться в нуль в интервале [0, T ]. Пусть

α1(t) = α2(t) = β1(t) = β2(t) = 0 ∀t ∈ [0;T ]; K1(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0; 1].

Имеем следующее интегральное уравнение:

pψ(t) +
t∫
0

m(t, τ)ψ(τ) dτ = F2(t), (1.18)

где

p ≡ p22 =

1∫
0

K2(x)

(
1

2
x2 +

5

3
+

∞∑
k=1

Bk

1− λk
ωk(x)

)
dx− 1,

m(t, τ) ≡ m2 +m22 = 2αc2 +
∞∑
k=1

pkBknk
1− λk

e−pk(τ−t),

nk =

1∫
0

K2(x)wk(x) dx, F (t) = −
1∫

0

K2(x)u0(x, t) dx.
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Вычислим сумму тригонометрического ряда

1

2
x2 +

5

3
+

∞∑
k=1

Bk

1− λk
ωk(x) =

=
1

2
x2 +

5

3
+

2

π2

∞∑
k=1

(−1)k−1

k2(1 + π2k2)
cos(πkx) =

=
1

2
x2 +

5

3
+

2

π2

∞∑
k=1

(−1)k−1

k2
cos(πkx)− 2

∞∑
k=1

(−1)k−1

1 + π2k2
cos(πkx).

Первый ряд найдем по формуле (12) [17, c. 726]

2

π2

∞∑
k=1

(−1)k−1

k2
cos(πkx) =

1

6
− 1

2
x2.

Второй ряд найдем по формуле (2) [17, c. 730]

2

∞∑
k=1

(−1)k−1

1 + π2k2
cos(πkx) = 1− chx

sh 1
.

Таким образом, получим

p+ 1 =

1∫
0

K2(x)

[
5

6
+

chx

sh 1

]
dx,

откуда

p ̸= 0 ⇐⇒
1∫

0

K2(x)

[
5

6
+

chx

sh 1

]
dx ̸= 1,

которое является условием невырожденности интегрального уравнения.

2. Псевдогиперболическое уравнение
В области Q рассматривается уравнение

utt − αuxx − uxxt = f(x, t) (2.1)

с нелокальными краевыми условиями

ux(0, t) =

1∫
0

K1(x)u(x, t) dx, ux(1, t) =

1∫
0

K2(x)u(x, t) dx, (2.2)

где f(x, t), K1(x), K2(x) — заданные функции, определенные при x ∈ Ω = [0, 1],
t ∈ [0, T ], α — постоянная.

Краевая задача 2. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямоугольнике Q
решением уравнения (2.1), и такую, что для нее выполняются нелокальные кра-
евые условия (2.2), а также начальные условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (2.3)

Как и случае псевдопараболического уравнения, разрешимость краевой зада-
чи 2 эквивалентно редуцируется к разрешимости системы интегральных уравне-
ний Вольтерры относительно неизвестных функций φ(t), ψ(t).
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При k > 1 введем обозначения

ai =
1

2

∫ 1

0

Ki(x)x
2 dx, bi =

∫ 1

0

Ki(x)x dx, ci =

∫ 1

0

Ki(x) dx, i = 1, 2,

N1k =
√
2

1∫
0

K1(x) cos(πkx) dx, N2k =
√
2

1∫
0

K2(x) cos(πkx) dx,

Ak = (−1)k−1Bk =

√
2

π2k2
,

p11(t) = 1 + a1 − b1 +
8

3
c1 −

∞∑
k=1

N1kAk,

p12(t) = −a1 −
5

3
c1 −

∞∑
k=1

N1kBk,

p21(t) = a2 − b2 +
8

3
c2 −

∞∑
k=1

N2kAk,

p22(t) = 1− a2 −
5

3
c2 −

∞∑
k=1

N2kBk,

Пусть

P2(t) =

(
p11(t) p12(t)
p21(t) p22(t)

)
.

Определим пространства V1:

V1 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)),

vt(x, t) ∈ L2(0, T ;W
2
2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;W 1

2 (Ω)), vtt(x, t) ∈ L2(Q)},
нормы в этом пространствах определим так

∥v∥V1 = ∥v∥L∞(0,T ;W 2
2 (Ω)) + ∥vt∥L2(0,T ;W 2

2 (Ω)) + ∥vt∥L∞(0,T ;W 1
2 (Ω)) + ∥vtt∥L2(Q).

Теорема 2. Пусть выполняются условия

Kp(x) ∈ C(Ω), p = 1, 2;
det |P2(t)| ̸= 0, ∀t ∈ [0;T ],

(2.4)

f(x, t) ∈ L2(Q), f(x, 0) = ft(x, 0) = 0. (2.5)
Тогда существует единственная функция u(x, t) из пространства V1, являющаяся
в прямоугольнике Q решением краевой задачи 2.

Доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 1. Рассматрива-
ется вспомогательная краевая задача

u0t − u0xxt − αu0xx = f(x, t),
u0(x, 0) = 0, x ∈ Ω,
u0x(0, t) = u0x(1, t) = 0, 0 < t < T.

(2.6)

Краевая задача (2.6) при выполнении условий теоремы 2 на входные данные
регулярно разрешима в пространстве V1 [18; 19]. Пусть, как и выше, V (x, t) =
= 1

2 [ψ(t) − φ(t)]x2 + φ(t)x. Решение ищется в виде u(x, t) = u0(x, t) + V (x, t) +
+ w(x, t), где функция w(x, t) подбирается так, чтобы для u(x, t) выполнялось
исходное уравнение (2.1).
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Имеем
wtt − wxxt − αwxx = −Vtt + Vxxt + αVxx,

или
wtt − wxxt − αwxx = −1

2
[ψ′′(t)− φ′′(t)]x2 − φ′′(t)x+ ψ′(t)− φ′(t)+

+α[ψ(t)− φ(t)] = φ′′(t)

(
x2

2
− x

)
− ψ′′(t)

x2

2
+ ψ′(t) + α[ψ(t)− φ(t)] ≡ g(x, t).

Таким образом, для определения w получаем краевую задачу

wtt − wxxt − αwxx = g(x, t),
w(x, 0) = wt(x, 0) = 0, x ∈ Ω,
wx(0, t) = wx(1, t) = 0, 0 < t < T.

(2.7)

Решение краевой задачи (2.7) ищется методом Фурье в виде ряда

w(x, t) =
∞∑
k=0

ck(t)ωk(x), (2.8)

где ωk(x) — решение спектральной задачи ω′′
k = λkωk, ω′

k(0) = ω′
k(1) = 0. Отсюда

ωk(x) =
√
2 cos(πkx), λk = −(πk)2 при k = 1, 2, . . ..

g(x, t) =
∞∑
k=0

gk(t)ωk(x),

где

gk(t) =

∫ 1

0

g(x, t)ωk(x) dx = Akφ
′′(t) +Bkψ

′′(t) + Ck[φ
′(t) + α(ψ(t)− φ(t))],

Ak =

∫ 1

0

(
x2

2
− x

)
ωk(x) dx, Bk = −

∫ 1

0

x2

2
ωk(x) dx, Ck =

∫ 1

0

ωk(x) dx = 0.

При этом A0 = −
√
2
3 , B0 = −

√
2
6 , C0 =

√
2.

Для определения коэффициентов ck(t) (k = 1, 2 . . .) имеем

c′′k(t)− λkc
′
k(t)− αλkck(t) = gk(t),

ck(0) = c′k(0) = 0.
(2.9)

Решение краевой задачи (2.9) имеет вид

ck(t) = eγ2t

∫ t

0

eγ1τ
gk(τ)

△(τ)
dτ − eγ1t

∫ t

0

eγ2τ
gk(τ)

△(τ)
dτ,

где γ1, γ2 — корни квадратного трехчлена γ2 − λkγ − αλk = 0, △(t) = (γ2 −
− γ1)e

(γ1+γ2)t. При этом γ2 = 1
2λk + 1

2

√
λ2k + 4αλk, γ1 = 1

2λk − 1
2

√
λ2k + 4αλk и

γ2 + γ1 = λk, γ2 − γ1 =
√
λ2k + 4αλk, откуда

△(t) = eλkt
√
λ2k + 4αλk, α < 0.

Отсюда ck имеет вид

ck(t) = − 2

pk

∫ t

0

e−
1
2λk(τ−t) sh

(
pk(τ − t)

2

)
gk(τ) dτ, pk =

√
λ2k + 4αλk,

gk(t) = Akφ
′′(t) +Bkψ

′′(t) =

√
2

π2k2
(φ′′(t) + (−1)k−1ψ′′(t)) (k > 1),
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g0(t) = A0φ
′′(t) +B0ψ

′′(t) + C0[φ
′(t) + α(ψ(t)− φ(t))].

При k = 0 имеем c′′0(t) = g0(t), отсюда при выполнении условий φ′(0) = ψ′(0) = 0,
φ(0) = ψ(0) = 0 получим

c0(t) =
∫ t

0

∫ τ

0
g0(ξ) dξdτ = A0φ(t) +B0ψ(t)+

+C0

∫ t

0
φ(τ) dτ + αC0

∫ t

0
(t− τ)(ψ(τ)− φ(τ)) dτ.

Функция u(x, t) = u0(x, t) + V (x, t) + ω(x, t) будет решением уравнения (2.1)
с краевыми условиями

ux(0, t) = φ(t), ux(1, t) = ψ(t),
u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 x ∈ Ω.

(2.10)

где f(x, t), φ(t), ψ(t) – заданные функции, определенные при x ∈ Ω = [0, 1],
t ∈ [0, T ].

Подставляя решение u(x, t) в условия (2.2), как и выше, получим систему ин-
тегральных уравнений Вольтерры относительно неизвестных функций φ(t), ψ(t):

P2(t)ϕ⃗(t) +

∫ t

0

G(t, τ)ϕ⃗(τ) dτ = F⃗ , ϕ⃗(t) = (φ(t), ψ(t)), (2.11)

где матрицы P (t), G(t, τ) и вектор F⃗ находятся из следующих равенств:

φ(t) =

1∫
0

K1(x)u(x, t) dx =

∫ 1

0

K1(x)u0(x, t) dx+

+

∫ 1

0

K1(x)

[
x2

2
(ψ(t)− φ(t)) + φ(t)x

]
dx+

∫ 1

0

K1(x)[

∞∑
k=0

ck(t)ωk(x)] dx,

ψ(t) =

1∫
0

K2(x)u(x, t) dx =

∫ 1

0

K2(x)u0(x, t) dx+

+

∫ 1

0

K2(x)

[
x2

2
(ψ(t)− φ(t)) + φ(t)x

]
dx+

∫ 1

0

K2(x)[

∞∑
k=0

ck(t)ωk(x)] dx.

Интегрируя по частям, преобразуем выражение при k = 1, 2, . . .

ck(t) = − 2

pk

∫ t

0

e−
1
2λk(τ−t) sh

(
pk(τ − t)

2

)
gk(τ) dτ =

= − 2

pk

∫ t

0

e−
1
2λk(τ−t) sh

(
pk(τ − t)

2

)
(Akφ

′′(τ) +Bkψ
′′(τ)) dτ =

= Akφ(t) +Bkψ(t)−
1

2pk

∫ t

0

e−
1
2λk(τ−t)[(λ2k + p2k) sh(

pk
2
(τ − t))−

−2λkpk ch(
pk
2
(τ − t))](Akφ(τ) +Bkψ(τ)) dτ.

Отсюда получим систему интегральных уравнений Вольтерры (2.11), где

G(t, τ) ≡M(τ − t) =

(
m11(τ − t) m12(τ − t)
m21(τ − t) m22(τ − t)

)
,
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m11(τ − t) = −2c1[1 + α(τ − t)] +
∞∑
k=1

e−
1
2λk(τ−t)mk(τ − t)AkN1k,

m12(τ − t) = 2c1α(τ − t)] +

∞∑
k=1

e−
1
2λk(τ−t)mk(τ − t)BkN1k,

m21(τ − t) = −2c2[1 + α(τ − t)] +
∞∑
k=1

e−
1
2λk(τ−t)mk(τ − t)AkN2k,

m22(τ − t) = 2c2α(τ − t)] +

∞∑
k=1

e−
1
2λk(τ−t)mk(τ − t)BkN2k,

mk(τ − t) = − 1

2pk
[(λ2k + p2k) sh(

pk
2
(τ − t))− 2λkpk ch(

pk
2
(τ − t))],

F1(t) =

1∫
0

K1(x)u0(x, t) dx, F2(t) =

1∫
0

K2(x)u0(x, t) dx.

Систему (2.11) перепишем в виде

P2(t)ϕ⃗(t) +

∫ t

0

M(τ − t)ϕ⃗(τ) dτ = F⃗ (t), (2.12)

где F⃗ (t) = (F1(t), F2(t)).
В силу явных представлений Ak, Bk ряды

∞∑
k=0

NikAk,
∞∑
k=0

NikBk, i = 1, 2

являются сходящимися, причем абсолютно.
Разрешимость интегральных уравнений Вольтерры (2.12) следует из общей тео-

рии при выполнении (2.4). В самом деле, тогда систему (2.12) можно переписать
так:

ϕ⃗(t) +

∫ t

0

P−1
2 (t)M(τ − t)ϕ⃗(τ) dτ = P−1

2 (t)F⃗ (t), (2.13)

где

P−1(t)M(τ − t) = M̃(τ, t) =

(
m̃11(τ, t) m̃12(τ, t)
m̃21(τ, t) m̃22(τ, t)

)
.

В ядро интегрального уравнения (2.13) можно ввести параметр λ ∈ [0, 1]

M̃(τ, t, λ) =

(
m̃11(τ, t) λm̃12(τ, t)
λm̃21(τ, t) m̃22(τ, t)

)
.

Тогда при λ = 0 система (2.13) распадается относительно неизвестных φ(t), ψ(t),
разрешимость которых следует из общей теории [14]. Согласно очевидной оценке

∥ϕ⃗(t)∥L2 6 C2,

как и выше, нетрудно показать регулярную разрешимость интегрального уравне-
ния при λ = 1. Теорема доказана.

Замечание 3. Аналогично исследуются краевые задачи 2 с нелокальными
краевыми условиями, рассмотренным в [16]. Более того, в случае многомерных
краевых задач для псевдопараболических, псевдогиперболических уравнений с
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постоянными коэффициентами аналогичный подход метода Фурье также имеет
смысл [20].

Замечание 4. Как в замечании 2, рассмотрим случай, когда K1(x) ≡ 0
∀x ∈ [0; 1]. Имеем следующее интегральное уравнение:

p22ψ(t) +
t∫
0

m22(τ − t)ψ(τ) dτ = F2(t), (2.14)

где

p22 = 1−
1∫

0

K2(x)

(
1

2
x2 +

5

3
+

2

π2

∞∑
k=1

(−1)k−1

k2
cos(πkx)

)
dx =

= 1− 11

6

1∫
0

K2(x) dx.

Таким образом, получим

p22 ̸= 0 ⇐⇒
1∫

0

K2(x) dx ̸= 6

11
,

которое является условием невырожденности интегрального уравнения (2.14).
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ON THE SOLVABILITY OF SPATIAL NONLOCAL
BOUNDARY VALUE PROBLEMS

FOR ONE-DIMENSIONAL PSEUDOPARABOLIC
AND PSEUDOHYPERBOLIC EQUATIONS

In the present work we study the solvability of spatial nonlocal boundary
value problems for linear one-dimensional pseudoparabolic and pseudohyperbolic
equations with constant coefficients, but with general nonlocal boundary
conditions by A.A. Samarsky and integral conditions with variables coefficients.
The proof of the theorems of existence and uniqueness of regular solutions is
carried out by the method of Fourier. The study of solvability in the classes of
regular solutions leads to the study of a system of integral equations of Volterra
of the second kind. In particular cases nongeneracy conditions of the obtained
systems of integral equations in explicit form are given.

Key words: pseudoparabolic equation, pseudohyperbolic equation, Sobolev
space, initial-boundary value problem, Fourier’s method, regular solution, integral
equation of Volterra.
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