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УДК 517.518

Б.М. Ибрагимова1

ОДНО ОБОБЩЕНИЕ НЕРАВЕНСТВА МАРШО
НА ЗНАКОЧУВСТВИТЕЛЬНЫЕ ВЕСА

При доказательстве классического неравенства Маршо для равномерных
модулей непрерывности высших порядков используется редукция их опреде-
ления для произвольного знака шага конечной разности к положительным
значениям этого шага. В случае модулей непрерывности с весом такая ре-
дукция приводит к сужению определения модуля непрерывности. Поэтому
для установления свойств модулей непрерывности с весом требуется другой
подход рассуждений. В отличие от обычного веса знакочувствительный вес
позволяет учесть не только абсолютную величину приращения функции, но
и его знак. В работе для метрики со знакочувствительным весом получен
аналог неравенства Маршо об оценке модуля непрерывности данного поряд-
ка через модуль непрерывности более высокого порядка.

Ключевые слова: модуль непрерывности, знакочувствительный вес,
непрерывные функции, модуль гладкости, конечные разности, неравенство
Маршо, классы функций, теоремы вложений.

1. Предварительные сведения

Знакочувствительным весом называется упорядоченная пара p(x) =
= (p−(x), p+(x)) непрерывных 2π-периодических неотрицательных функций p−(x)
и p+(x). Пусть функция f(x) также является непрерывной и 2π-периодической.

Следуя [1; 2], будем пользоваться следующего вида разложением функции по
весу и кратким обозначением

(f, p) (x) = f+(x)p+(x)− f−(x)p−(x),

где, как обычно, срезки функции f(x) определяются равенствами

f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = (−f(x))+.

Величина
|f |p = sup

x
|(f, p)(x)|

называется p-нормой функции f(x) относительно веса p(x).
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Для заданного натурального k модуль непрерывности k-го порядка функции f
относительно веса p определяется при δ > 0 равенством [3; 4]

ωk(f, p, δ) = sup
x,|h|6δ

∣∣(∆k
hf, p

)
(x)
∣∣ ;

∆k
hf(x) =

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
f(x+ ih)

означает конечную разность k-го порядка функции f в точке x с шагом h.
Легко увидеть, что при p±(x) ≡ 1 величина ωk(f, p, δ) совпадает с обычным

равномерным модулем непрерывности k-го порядка

ωk(f, δ) = sup
x,|h|6δ

∣∣∆k
hf(x)

∣∣ .
При k = 1 получим модуль непрерывности

ω(f, δ) = ω1(f, δ).

Модулем непрерывности веса p(x) = (p−(x), p+(x)) назовем величину

ω(p, δ) = max{ω(p−, δ), ω(p+, δ)} (δ > 0).

2. Результаты работы
Следующее утверждение развивает вопросы, рассмотренные в [5–6], и обобща-

ет неравенство Маршо ([7]) об оценке модуля непрерывности данного порядка
через модуль непрерывности более высокого порядка на модули непрерывности
относительно периодических знакочувствительных весов.

Теорема. Пусть даны 2π-периодические непрерывные функция f(x) и вес
p(x) = (p−(x), p+(x)). Тогда при каждом натуральном k и 0 6 δ 6 π

k имеет
место неравенство

ωk(f, p, δ) 6 k2δk×

×
∫ π

k

δ

1

tk+1

{
ωk+1(−f, p, t) +

k − 1

4
ωk+1(f, t)ω(p, t)

}
dt+

+δk
(
4k

π

)k { |f |p + | − f |p
2

+ ∥f∥C2π
ω(p, 2π)

}
.

Доказательство.
Пусть k — заданное натуральное число и пусть 0 < |h| 6 δ.
Воспользуемся следующим соотношением для конечных разностей (см., напр.,

[8, с. 105] или [9, с. 118]):

∆k
2hf(x)− 2k∆k

hf(x) =
k∑

ν=1

(
k
ν

) ν−1∑
i=0

∆k+1
h f(x+ ih).

Отсюда находим

∆k
hf(x) = − 1

2k

k∑
ν=1

(
k
ν

) ν−1∑
i=0

∆k+1
h f(x+ ih)+

+
1

2k
∆k

2hf(x),



84 Б.М. Ибрагимова

а значит, для плюс- и минус-срезок конечных разностей получим неравенства

[
∆k

hf(x)
]±
p±(x) 6

1

2k

k∑
ν=1

(
k
ν

) ν−1∑
i=0

[
−∆k+1

h f(x+ ih)
]±
p±(x)+

+
1

2k
[
∆k

2hf(x)
]±
p±(x). (1)

Используя неравенства

|p±(x)− p±(x+ ih)| 6 iω(p, |h|) (i = 1, 2, . . . , k − 1),

из (1) получим

[
∆k

hf(x)
]±
p±(x) 6

1

2k

k∑
ν=1

(
k
ν

) ν−1∑
i=0

[
−∆k+1

h f(x+ ih)
]±
p±(x+ ih)+

+
1

2k

k∑
ν=1

(
k
ν

) ν−1∑
i=0

[
−∆k+1

h f(x+ ih)
]±
iω(p, |h|)+

+
1

2k
[
∆k

2hf(x)
]±
p±(x).

Сложив эти неравенства почленно (члены, содержащие плюс-срезки, с соответ-
ствующими членами, содержащими минус-срезки) и используя определение моду-
лей непрерывности (k + 1)-го порядка, получим

∣∣(∆k
hf, p

)
(x)
∣∣ 6 1

2k

k∑
ν=1

(
k
ν

) ν−1∑
i=0

ωk+1(−f, p, |h|)+

+
1

2k

k∑
ν=1

(
k
ν

) ν−1∑
i=0

iωk+1(f, |h|)ω(p, |h|)+

+
1

2k
∣∣(∆k

2hf, p
)
(x)
∣∣ .

В правой части этого неравенства учтем еще легко проверяемые равенства
k∑

ν=1

(
k
ν

)
ν = k2k−1,

k∑
ν=2

(
k
ν

)
ν(ν − 1) = k(k − 1)2k−2.

Тогда имеем неравенство∣∣(∆k
hf, p

)
(x)
∣∣ 6 k

2
ωk+1(−f, p, |h|) +

k(k − 1)

8
ωk+1(f, |h|)ω(p, |h|)+

+
1

2k
∣∣(∆k

2hf, p
)
(x)
∣∣ . (2)

Последовательно применив неравенство (2) к выражениям(
∆k

2hf, p
)
(x),

(
∆k

22hf, p
)
(x), . . . ,

(
∆k

2m−1hf, p
)
(x),

для любого натурального m получим∣∣(∆k
hf, p

)
(x)
∣∣ 6 m−1∑

ν=0

{
k

2

1

2ν k
ωk+1 (−f, p, 2ν |h|)+

+
k(k − 1)

8

1

2ν k
ωk+1(f, 2

ν |h|)ω(p, 2ν |h|)
}
+
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+
1

2mk

∣∣(∆k
2mhf, p

)
(x)
∣∣ = S1 + S2. (3)

При этом имеем

∣∣(∆k
2mhf, p

)
(x)
∣∣ 6 k∑

i=0

(
k
i

){[
(−1)k−if(x+ i2mh)

]+
p+(x)+

+
[
(−1)k−if(x+ i2mh)

]−
p−(x)

}
6

k∑
i=0

(
k
i

) ∣∣((−1)k−if, p
)
(x+ i2mh)

∣∣+
+

k∑
i=0

(
k
i

){[
(−1)k−if(x+ i2mh)

]+
ω(p+, 2π)+

+
[
(−1)k−if(x+ i2mh)

]−
ω(p−, 2π)

}
6

6
k∑

i=0

(
k
i

) ∣∣(−1)k−if
∣∣
p
+

k∑
i=0

(
k
i

)
∥f∥C2π

ω(p, 2π) =

= 2k−1(|f |p + | − f |p) + 2k ∥f∥C2π
ω(p, 2π).

Значит, при любом натуральном m получим∣∣(∆k
2mhf, p

)
(x)
∣∣ 6 2kM(f, p), (4)

где M(f, p) = 1
2 (|f |p + | − f |p) + ∥f∥C2π

ω(p, 2π).
Пусть теперь натуральное m удовлетворяет условию

m 6 log2
π

kδ
< m+ 1.

Тогда
π

2k
< 2mδ 6 π

k
. (5)

Значит, из (4) и (5) получим

S2 =
1

2mk

∣∣(∆k
2mhf, p

)
(x)
∣∣ 6 (2kδ

π

)k

2kM(f, p) =

= δk
(
4k

π

)k

M(f, p). (6)

С учетом условий (5) оценим сумму, составляющую первое слагаемое S1 пра-
вой части неравенства (3). При этом учтем также, что

ωk+1(−f, p, t) +
k − 1

4
ωk+1(f, t)ω(p, t)

является неубывающей функцией относительно t.
Тогда

S1 6
m−1∑
ν=0

{
k

2

1

2ν k
ωk+1(−f, p, 2νδ)+

+
k(k − 1)

8

1

2ν k
ωk+1(f, 2

νδ)ω(p, 2νδ)

}
6

6 k2δk
m−1∑
ν=0

∫ 2ν+1δ

2νδ

1

tk+1

{
ωk+1(−f, p, t) +

k − 1

4
ωk+1(f, t)ω(p, t)

}
dt 6
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6 k2δk
∫ π

k

δ

1

tk+1

{
ωk+1(−f, p, t) +

k − 1

4
ωk+1(f, t)ω(p, t)

}
dt.

Отсюда, из (3) и (6) при любом x и |h| 6 δ получим

∣∣(∆k
hf, p

)
(x)
∣∣ 6 k2δk

∫ π
k

δ

1

tk+1

{
ωk+1(−f, p, t) +

k − 1

4
ωk+1(f, t)ω(p, t)

}
dt+

+δk
(
4k

π

)k

M(f, p),

где M(f, p) = 1
2 (|f |p + | − f |p) + ∥f∥C2π

ω(p, 2π).
Для завершения доказательства остается перейти к супремуму в левой части

по x и |h| 6 δ.
Замечание. Из доказанной теоремы как следствие при k = 1 вытекает бо-

лее простая оценка для модуля непрерывности (первого порядка) через модуль
гладкости:

ω(f, p, δ) 6 δ

∫ π

δ

ω2(−f, p, t)
t2

dt+

+
4

π
δ

{
|f |p + | − f |p

2
+ ∥f∥C2π

ω(p, 2π)

}
.
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B.M. Ibragimova2

ONE GENERALIZATION OF MARCHAUD INEQUALITY
ON SIGNSENSITIVE WEIGHTS

At the proof of a classical Marсhaud inequality for equidistant moduli of
continuity of the highest degree the reduction of their definition for arbitrary
sign of a step of a finite difference to positive values of this step is used. In
case of moduli of continuity with a weight such reduction reduces definitions of
moduli of continuity to restriction. Consequently for determination of properties
of moduli of continuity with a weight other approach of reasoning is required.
Unlike usual weight signsensitive weight allows to consider not only an absolute
value of an increment of function, but also a sign of this increment. In the work
for metrics with signsensitive weight an analogue of Marchaud inequality on
estimation of modulus of continuity of given degree over modulus of continuity
of a higher degree is obtained.

Key words: modulus of continuity, signsensitive weight, continuous func-
tions, modulus of smoothness, finite differences, Marchaud inequality, classes of
functions, embedding theorems.
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