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УДК 517.91

А.А. Коньков1

О ПРИНЦИПЕ МАКСИМУМА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
НЕЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ2

В статье исследуются решения нелинейных параболических уравнений
в полупространстве.

Известно, что в случае линейных уравнений для справедливости прин-
ципа максимума на решения необходимо накладывать дополнительные усло-
вия. Наиболее известные из них — это условия Тихонова и Тэклинда. Нами
показано, что для широкого класса нелинейных уравнений в подобных огра-
ничениях нет необходимости. При этом мы допускаем произвольный рост
коэффициентов при младщих членах при стремлении пространственной пе-
ременной к бесконечности.

Приведен пример, демострирующий применение полученных результатов
в случае нелинейности типа Эмдена-Фаулера.

Ключевые слова: параболические уравнения, принцип максимума, нели-
нейные дифференциальные операторы, условие Тихонова, условие Тэклинда.

1. Предварительные сведения

Рассмотрим уравнение
n∑

i,j=1

aij(x, t, u)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x, t, u)
∂u

∂xi
− ut = f(x, t, u) в Rn+1

+ , (1.1)

где Rn+1
+ = Rn × (0,∞), n > 1, а ∥aij(x, t, s)∥ — симметрическая матрица такая,

что
n∑

i,j=1

aij(x, t, s)ξiξj > 0

для всех x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, t ∈ (0,∞), s ∈ R \ {0} и ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn \ {0}.
Будем предполагать, что найдутся локально ограниченные измеримые функ-

ции h : [0,∞) → [0,∞), η : [0,∞) → [0,∞) и p : [0,∞) → [0,∞) такие, что

inf
K
h > 0, inf

K
η > 0
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для любого компакта K ⊂ (0,∞) и при этом

f(x, t, s) sign s > p(|x|)h(s)
n∑

i,j=1

|aij(x, t, s)|

и

f(x, t, s) sign s > p(|x|)η(s)
n∑

i=1

bi(x, t, s)xi

для всех (x, t) ∈ Rn+1
+ и s ∈ R \ {0}.

Определение 1.1. Решением уравнения (1.1) называется функция u, непре-
рывная в Rn+1

+ , обладающая на этом множестве двумя непрерывными производ-
ными по переменным x = (x1, . . . , xn) и одной — по t и удовлетворяющая (1.1)
в классическом смысле [6].

Вопросы, рассмотренные в этой статье, исследовались рядом авторов [1–8]. На-
шей целью является доказательство принципа максимума

sup
Rn+1

+

|u| 6 lim sup
(x,t)→∂Rn+1

+

|u(x, t)| (1.2)

для решений уравнения (1.1). Хорошо извсетно, что в случае линейных уравнений
для справедливости (1.2) на рост решений необходимо накладывать дополнитель-
ные условия [7; 8]. Ниже будет показано, что для широкого класса нелинейных
уравнений эти условия могут быть сняты.

Для любой функции ψ : [0,∞) → R и вещественного числа σ > 1 обозначим

ψσ(r) = inf
(r/σ,σr)∩[0,∞)

ψ.

2. Основные результаты
Теорема 2.1. Пусть∫ ∞

1

(hθ(s)s)
−1/2 ds <∞,

∫ ∞
1

ds

ηθ(s)
ds <∞ и

∫ ∞
1

rpσ(r) dr = ∞

для некоторых вещественных чисел θ > 1 и σ > 1. Тогда для любого решения (1.1)
справедлив принцип максимума (1.2).

Пример 2.1. Рассмотрим уравнение

∆u+ b(x)Du− ut = q(x)|u|λ−1u в Rn+1
+ , (2.1)

где D = (∂x1 , ∂x2 , . . . , ∂xn) — оператор градиента, а b : Rn → Rn и q : Rn → [0,∞) —
некоторые функции, удовлетворяющие условиям

|b(x)| 6 B|x|k, B = const > 0,

для всех x ∈ Rn и
q(x) ∼ |x|l при x→ ∞,

т. е. существуют постоянные c1 > 0 и c2 > 0 такие, что

c1|x|l 6 q(x) 6 c2|x|l

для всех x из некоторой окрестности бесконечности.
Предположим сначала, что k 6 −1. Тогда, взяв h(s) = η(s) = sλ и

p(r) ∼ rl при r → ∞,
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будем иметь согласно теореме 2.1, что при

λ > 1 и l > −2

для любого решения (2.1) справедлив принцип максимума (1.2).
Пусть теперь k > −1. В этом случае, взяв h(s) = η(s) = sλ и

p(r) ∼ rl−k−1 при r → ∞,

получим из теоремы 2.1, что

λ > 1 и l > k − 1

для любого решения (2.1) справедлив принцип максимума (1.2).
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A.A. Kon’kov3

ON THE MAXIMUM PRINCIPLE FOR A CLASS
OF NONLINEAR PARABOLIC EQUATIONS4

In this paper, we consider solutions of nonlinear parabolic equations in the
half-space.

It is well-known that, in the case of linear equations, one needs to impose
additional conditions on solutions for the validity of the maximum principle. The
most famous of them are the conditions of Tikhonov and Täcklind. We show
that such restrictions are not needed for a wide class of nonlinear equations.
In so doing, the coefficients of lower-order derivatives can grow arbitrarily as
the spatial variables tend to infinity.

We give an example which demonstrates an application of the obtained re-
sults for nonlinearities of the Emden — Fowler type.

Key words: parabolic equations, maximum principle, nonlinear differential
operators, Tikhonov’s condition, Täcklind’s condition.
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