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В ПРЕДПРИЯТИЯ АЭРОКОСМИЧЕСКОГО КЛАСТЕРА**

В публикуемой статье предложена математическая модель
динамики распределенного освоения капиталовложений в пред-
приятия аэрокосмического кластера. Построены связанные
нелинейные дифференциальные уравнения баланса для пред-
приятий кластера, которые учитывают эффекты непрерывно-
го распределенного ввода в производство внутренних и вне-
шних инвестиций.
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Пусть m  производственных предприятий образуют кластер, выпускающий го-
товую продукцию. Каждое такое предприятие затрачивает n  определенных типов

ресурсов в виде некоторых объемов факторов производства ijQ . Эти объемы пред-

ставляют собой основные производственные фонды и являются функциями вре-

мени ( )tQQ ijij = . Переменная времени t  предполагается непрерывной, единицей

ее измерения служит так называемый производственный период (месяц, квартал,

год), а сами функции ( )tQQ ijij =  – непрерывными, непрерывно дифференциру-

емыми и ограниченными на числовой полуоси ( )∞<< t0  [1–3].

( ) ∞<< ijijij QtQQ0 ,

( ) 0
0

lim ijijt
QtQ =

→
,

( ) ∞

∞→
= ijijt

QtQlim .

Объемы факторов производства ijQ  представляют собой компоненты тензора
второго ранга Q , первый индекс i  соответствует номеру предприятия кластера,
второй индекс j  – номеру ресурса этого предприятия.
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Части выпуска продукции производств предприятий кластера isTR , соответ-

ствующие объемам факторов производства isQ , обеспечиваются производствен-

ными функциями Кобба-Дугласа [4]

( ) isa
isisis QPTR ⋅= .      (1)

Здесь степенные показатели производственных функций ( )10, << isis aa  пред-

ставляют собой эластичности выпуска, isP  – стоимости продукций, произведен-

ных на единичные объемы ресурсов.

С помощью значений величин isTR  в начальной точке 0=t

( ) isa
isisis QPTR 00 ⋅=      (2)

можно записать производственные функции (1) в виде

isa

is

is
isis Q

QTRTR 









⋅= 0

0
.      (3)

В целом выпуск продукции предприятия iTR  определяется выражением
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Здесь ∏
=

=
n

s
isi TRTR

1

00
.

Значения изменений объемов факторов производств ijQ∆  за некоторый малый

промежуток времени t∆  определяются их частичными амортизациями в процессе
производства

( ) ( ) ttQtA ijijij ∆⋅⋅−= α ,      (5)

их частичными восстановлениями за счет внутренних эндогенных инвестиций

( ) ( ) ( )∫
∞−

⋅⋅=
t

ijijij dItRtU τττ, ,      (6)

и их частичными восстановлениями за счет внешней экзогенной поддержки в
виде либо государственных инвестиций, либо инвестиций частных инвесторов в
производства предприятий

( ) ( ) ( )∫
∞−

⋅⋅=
t

ijijij dJtStV τττ, ,      (7)

Здесь ijα  – доли выбывших за единицу времени объемов факторов производ-
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ства ijQ ; ( )tU ij  – объемы эндогенных инвестиций, накопленных предприятиями

в моменту времени t ; ( )τ,tRij  – функции распределений постепенных и непре-

рывных вводов эндогенных инвестиций за весь период работы предприятий, ( )τijI  –

эндогенные инвестиции, сделанные в момент времени τ ; ( )tVij  – объемы экзо-

генных инвестиций, накопленных предприятиями в моменту времени t ;  ( )τ,tSij  –

функции распределения постепенного и непрерывного ввода экзогенных инвести-

ций за весь период работы предприятий; ( )τijJ  – экзогенные инвестиции, сде-

ланные в момент времени τ .
При запаздывании капиталовложений поток инвестиций во времени перерас-

пределяется, но при этом сумма инвестиций за весь период остается постоянной.

Таким образом, функции распределения ввода инвестиций ( )τ,tRij  и ( )τ,tSij
удовлетворяют условиям нормировки

( ) 1, =⋅∫
∞

τ

ττ dtRij , ( ) 1, =⋅∫
∞

τ

ττ dtSij      (8)

Будем считать, что запаздывание в освоении капиталовложений не меняется со
временем. В этом случае процессы инвестирования и ввода инвестиций являются
стационарным и формулы (6) и (7) принимают вид

( ) ( ) ( )∫
∞−

⋅⋅−=
t

ijijij dItRtU τττ ,      (9)

( ) ( ) ( )∫
∞−

⋅⋅−=
t

ijijij dJtStV τττ .

Для экспоненциальных распределений ввода инвестиций ( ) ( )τλλτ −⋅−⋅=− t
ijij

ijetR

и ( ) ( )τηητ −⋅−⋅=− t
ijij

ijetS  соотношения (9) принимают вид

( ) ( ) ( )∫
∞−

−⋅− ⋅⋅⋅=
t

ij
t

ijij dIetU ij ττλ τλ
,    (10)

( ) ( ) ( )∫
∞−

−⋅− ⋅⋅⋅=
t

ij
t

ijij dJetV ij ττη τη

Здесь ijλ  и ijη  – параметры распределения, которые описывают степень влия-
ния ранее сделанных инвестиций на капиталовложения текущего момента. Чем
больше величины ijλ  и ijη , тем меньше это влияние и наоборот.
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С помощью дифференцирования обеих частей интегральных уравнений (10) по
времени t  легко убедиться, что они эквивалентны дифференциальным уравнениям

( ) ( ) ( )tUtI
td

tUd
ijijijij

ij ⋅−⋅= λλ ,    (11)

( ) ( ) ( )tVtJ
td

tVd
ijijijij

ij ⋅−⋅= ηη ,

или

( ) ( ) ( )tUtTR
td

tUd
ijijijijij

ij ⋅−⋅⋅= λµλ ,    (12)

( ) ( ) ( )tVtTR
td

tVd
ijijijijij

ij ⋅−⋅⋅= ηνη ,

Здесь ijµ  – нормы накоплений эндогенных инвестиций; ijν  – нормы бюджет-
ных обеспеченностей от экзогенных инвестиций.

Теперь соотношение для баланса изменений объема фактора производства ijQ
можно записать в виде [5; 6]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ttVtUtAttQ ijijijijijijij ∆⋅⋅++⋅=∆ ξψθ .    (13)

Здесь 
( ) ( ) ija

ij

ij

ij

ij
ij Q

tQ

TR

tTR
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TRTR














⋅=

∞
∞

0
0

 – предельное значение

выпуска продукции производства. Следует отметить, что предельные величины

∞
ijTR  представляют собой в конечном счете ресурсы и производственные факто-

ры для головного предприятия кластера. Они не являются произвольными, а зада-
ются и контролируются руководством всего кластера.

Функции ( )ijij ξψ  изменяются на единичном отрезке ( )( )10 ≤≤ ijij ξψ  и огра-

ничивают рост фактора производства ijQ  до своего предельного значения. Функ-

ции ( )tijθ  изменяются на единичном отрезке ( )( )10 ≤≤ tijθ  и представляют со-

бой удельные скорости изменения ресурсов ijQ . Эти функции описывают либо

эволюционное развитие предприятий, либо смену их технологических укладов,
либо их кризисных явлений.

В качестве функций ( )ijξψ  можно выбрать либо степенные функции

( ) ijh
ijij ξξψ −= 1 ,    (14)

либо экспоненциальные функции
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( ) 










−

⋅−
=

ij

ijij
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h
ξ

ξ
ξψ

1
exp .    (15)

Здесь параметры ijh  описывают интенсивности стремления функций ( )ijij ξψ
к своему предельному нулевому значению.

Предельный переход в соотношении (13) при 0→∆t  приводит к нелинейному
дифференциальному уравнению

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ijijijijijijij

ij tVtUtQt
dt

tdQ
ξψαθ ⋅++⋅−⋅= .    (16)

Уравнения (12) и (16) образуют систему нормальных нелинейных связанных
уравнений первого порядка

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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   (17)

Подставляя в уравнения (17) формулу (3), находим
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Начальные условия для системы (18) имеют вид

( )

( )

( )
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=
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Стационарным решением задачи Коши (18) и (19) являются значения
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В общем случае нелинейная задача Коши (18) и (19) не имеет аналитического
решения и может быть решена только численно.

Формы интегральных кривых уравнений (18) определяются уровнем отклоне-

ния функций относительной удельной скорости роста факторов производства ( )tijθ
от единицы. Размеры такого отклонения задают варианты развития процессов ди-

намики рассматриваемых предприятий. Для значений функций ( )tijθ , близких к

единице, кривые, построенные в соответствии с решениями уравнений (18), опи-
сывают монотонные эволюционные процессы работы предприятий. Для близких к

нулю и для отрицательных значений функций ( )tijθ  интегральные кривые уравне-

ний (18) описывают процессы смены технологий производства и кризисные явле-
ния динамики предприятий. Для описания процессов смены технологий произ-
водства и кризисные явления динамики предприятия в некоторой окрестности

моментов времени *
ijt  могут быть с использованы функции [6]

( ) ( )














⋅

−
−⋅−= 2

2*

2
exp1

ij

ij
ijij

tt
t

σ
ωθ .    (21)

Здесь ijω  – максимальные значения глубин падений удельных скоростей роста;

ijσ  – размеры ширины временного интервала перестройки технологий производств

или кризисов предприятий.

Выпуск конечной продукции рассматриваемого кластера TR , в свою очередь,
тоже обеспечиваются определенной производственной функцией Кобба-Дугласа
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∏
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.    (22)

Издержки головного предприятия кластера задаются линейной комбинацией

TFCQATC
m

s

n

p
spsp +⋅= ∑ ∑

= =1 1
.    (23)

Таким образом, общая прибыль TCTRPR −=  выражается соотношением

TFCQA
TR
TRTRPR

m

s

n

p
spsp
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s

b

s

s
s

−⋅−
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= == 1 11
0

0
.    (24)
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